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عبد الرزاق بنى شهاني 





بسم الله الربحمن الرحيم 
الحمدُ لله وحده؛ والصلاة والسلام على سيدنا محمدٍ بن عبدالله النبي الأمي. 
بقي هذا الكتاب مكتوباً على شكل مخطوط على أوراق متناثرة لمدة لاتقل عن عشرين عاماً»كنت 
خلالها قد عللت نفسي بكتابة موضوعات أخرى في الاقتصاد. لكنني أدركت مؤخراً بأن المكتبة 
العربية في حاجة ماسة إلى كتاب في الاقتصاد الرياضيء يخرجٌ عن التقليد الذي اعتاد عليه طلبتنا 
المرعوبين من الموضوع وما يحتويه من تحليلات مجردة. وقد منحني الله عزيمة القراءة المتأنية 
خلال السنتين الماضيتين كي أعيدَ كتابة تلك المخطوطات وأضعها بين جلدتي هذا الكتاب. 
اخترت أن يكون الكتاب محتوياً لعشرة فصول فقطء مما قد يواجهه الطلبة والباحثون» على مختلف 
مستوياتهم العلمية في تخصص الاقتصادء واقتصاد المال والأعمال. وخلال تجربتي العلمية والعملية؛ 
كمدرس لمادة الاقتصاد والاقتصاد القياسي والرياضيات والاحصاءء وممارس في صناعة السياسة 
الاقتصادية والمالية إبان عملي مديراً لدائرة السياسات الاقتصادية في وزارة التخطيطء وأميناً عاماً 
للوزارة» ثم مفوضاً في هيئة الأوراق المالية» أكتشفت مكمن الضعف الذي يعاني منه طلبتناء ومتخذو 
القرار في وطنناء في ما يتعلق بضعف التجريد الرياضيء وتطبيقه في مواجهة كثيرٍ من التحديات 
الاقتصادية» وخاصة في مجال الاقتصاد الكلي التطبيقي. 
يزخر هذا الكتاب بالأمثلة والاشتقاقات الضرورية. وقد وضعته على نحو متسلسلء ابتداءاً من 
الأعداد الحقيقية» والمتباينة والمعادلة» ثم الاقتران (الدالة) وانتهاءاً بأعقد النظريات الكمية التي تستند 
إليها النظرية الاقتصادية: الجزئية والكلية. وقد بنيتة بشكلٍ» لو أن شخصاً غير متخصص ولايحمل 
من العلم إلا القليل؛ ابتدأ به من معنى العدد وخواصهء ثم تدرج به رويداً رويداًء لتمكن في نهاية 
المطاف أن يجاري علماء الرياضيات في نظريات على درجة عالية من التعقيد. وقد قصدت بذلك أن 
أهونه على عقول طلبتنا الذين يكرهون التفكير المجرد. سائلاآ المولى أن يجعله في ميزان الحسنات 
يوم لاينفغ مال ولا بنون إلا من أتى الله قلب سليم. 
أرجو أن اغتنم هذه الفرصة كي أتقدم إلى كل الأحبة على صبرهم خلال الأيام والليالي التي 
استغرقتني وأنا أطبع المخطوطة: زوجتي عزيزة» وابنتي د. فاطمة» ود. نورء وولدي عبدالرحمن 
ومحمدء وحفيدي كريم وراية» وأحبائي علي وأحمدء وكل من ساهم في إنجازه. 
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الانيتين: 156 

1 (2.2) المعادلات المُتسقةالمُستقلة ( 4ع]002515© 
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تقرير توقعات المستقبل. ويفسره كل واحدٍ منهم بطريقته الخاصة. 356 
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مثال (5.42) المشتقة الكلية: 

مثال (5.43) المشتقة الكلية: 
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مكل رم نطلر ك التسكيلك وتعظيم الشف 181103 
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اسئلة وتمارين الفصل السادس 

7 

الدوال المثلثية 

انبئلة وتمارتيق الفمل الايد 

سلسلة تايلور 
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مثال (8.6) تمديد الدالة: 

مثال (8.7) سلسلة تايلور بالأرقام: 

مثال (8.8) سلسلة تايلور: 

مثال (8.9) دالة التكاليف الكلية: 

مثال (8.10) سلسلة تايلور من متغيرين: 
اسئلة الفصل الثامن 
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مبادىء التكامل 


314 
317 
5317 
23268 
09ظ2ذ 
5333 
555 
334 
335 
53316 
53 
310 
341 
2302 
316 
2341 
2311 


66 (9.2)قوانين التكامل: 552 
0 مثال (9.2) تكامل الثابت: 333 
8 ج-تكامل معكوس المتغير (50)» أي (1/7) هو ١‏ 554 
6 د-تكامل ثابت نابير (©) مرفوع لمتغير (2:)هو 254 
2 هتكامل الثابث مرفوع لدالة(”” © )هو 555 
8 مثال (9.7) تكامل متغير مضروب بعدد: 556 
]1 مثال (9.8) تكامل الدالة: 52537 
6. مثال (9.,9) التكامل بالتعويض: 5255 
1]. مثال (9.10)التكامل بالتعويض: 5239 
1 مثال (9.11) التكامل المُحدد: 300 
1 مثال (9.12) المساحة تحت المنحنى: 5361 
1 فائض المستهلك ((05)) 5111701015 00125111261) هو المساحة 
المحصورة بين السعر التوازني ونقطة التقاء منحنى الطلب مع المحور العمودي. إذن 
204 

51 فائض المنتج ((25) 511101115 0170011261”5) هو المساحة 
المحصورة بين السعر التوازني ونقطة التقاء منحنى العرض مع المحور العمودي. إذن 
23065 

ى. مثال (9.17) توزيع الدخل ومنحنى لورنز ومعامل جيني:566 
090 اسئلة الفصل التاسع 3200 
7 ملحق(1) 201 
7 مراجع الهندسة التحليلية والتفاضل 214 
1 إمانيويل كانط 52059 
7/11 . 10 س3 
111 الجبر الخطي 571 
مر قاعدة الناتج الداخلي (حصيلة النقطة)( غ010 01 10161 


000111). وتُسمى في بعض الأحيان ناتج الضرب الكمي الثابت(100106م 502131). 
وتتم كما في المثال التالي: لو افترضنا أن لدينا متجهي الأسعار والكميات المذكورين 
أعلاه, يدم يتم الحصول على ناتج ضربهما حسب القاعدة أعلاه بجعل أحدهما متجه صف» 
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والثاني متجه عمود (شريطة أن يكون عدد القيم متساوياً في الجهتين)» وتتم عملية 


الضرب القبلي بضرب الصف بالعمود 528 
8 مثال (10.1) طرح (جمع) المتجهات: 52ظ5 
6 مثال (10.3) منقول المصفوفة: 569 
مآ. (10.4)جمع وطرح المصفوفات: 501 
2 مثال (10.9) ضرب المصفوفة بمنقولها: 506 
2 مثال (10.10) ضرب المصفوفات: 600 
6. (10.7)معكوس المصفوفة(11]261 ع :)10715‏ 611 
11 مثال (10.17) محددة مصفوفة رباعية: 617 
1 مثال (10.20) المصفوفة المجاورة: 627 
0 مثال (10.23) المصفوفة المعكوسة وحل المعادلات الآنية: 
6009 
1 (10.11) خواص المصفوفة المعكوسة: 622 
0 (10.13)رتبة المصفوفة( 1201 3/12611:2): 610 
4 مثال (10.28) رتبة المصفوفة: 641 
8 مثال (10.37) حركة البناء السكني وقيم ومتجهات أيغن:670 
6 (10.17) مصفوفة هيشيان(102111:2 مةزودوع :)11‏ 679 
0 مثال (10.39) النهاية باستخدام المصفوفات: 655 
17 مثال (10.41) النهاية لدالة في ثلاثة متغيرات: 690 
5 (10.20) طريقة نيوتن - رافسون: 702 
6 مثال (10.44) طريقة نيوتن - رافسون والنهاية. 709 
1 المصطلحات الرئيسة 79 
11 أسئلة وتمارين 721 
11 مراجع مختارة 724 
4 أولاآً: الجبر الخطي: 724 
8 ثانياً: المفاهيم الأساسية والهندسة التحليلية والتفاضل: 724 
6 ثالثاً: مراجع حديثة متعددة: 725 
8 رابعاً:المصفوفات: ا 
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آل 


الحجاج بن مطر 


لمووياضيات عرو عاشن ين 86 9ع وكا اوليين ترجه كتان التغاض كيدي 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (1) المفاهيم الأساسية 


1 
[. المبادىء الأولية 


/1_ 


ر) الأعداد الحقيقية(ئ.رء 77/71 [مء10): 

دعنا نُعرّفالأعداد الطبيعية (75© 111/111 71011/101) 
بأنها مجموعة الأعداد التي نستعملها في عَدَّ أو قياس 
الأشياءِ من حولناء (... 0,1,2,3)» مثل: (3) رجال 
و(5) نساءء و(4) تفاحات و(50) ديناراً 
و(10041.3) م من البناء. وتُعرّفالأعداد 
الكاملة(1771629675) بأنها مجموعة الأعداد التي ل 
تحتوي كسوراًء لكنها تحمل اشارات (سالبة» أو 
موجبة)؛ مثل: جاء (3) رجالٍ» واشتريت (5) حواسيب 


؛ وأفلست (3) شركات» وخسرت (5) دنانير. 








عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (1) المفاهيم الأساسية 





9 الكسر (7011071141)» بأنه نسبة عددٍ كامل إلى 
عرد .طبيعي» مكل (112) كتر مق الفاج بو (3/4) 
ان الماء. 

من هذه التعريفات البسيطة والمهمة» نشكل ما يسمى 
مجموعةالأعداد الحقيقية» وهي المجموعة الكونية 
(561 1167501)) التي تضم مجموعة الأعداد 
الطبيعية» والكاملة» والكسور. وعادة ما يرمز 

لهاب (98): ويم تخلها على شكل خط مستكيم / 
تبات الظرل» وحيث ينال كن نلا بحزيه دلرو 
(©11111011)» لا مثيل له وغيرٌ متكرر على نفس 
الخطء؛ ويُسمىخط الأعداد (©1177 '71/11115615) . فمثلاً 


عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (1) المفاهيم الأساسية 


(2) ليس موجوداً إلا في موقع واحدء وواحدٍ فقطء 
فريد من نوعه» على خط الأعداد. 


شكل (1.1) 





وكذلك (طم)ء النسبة التقريبية )2)ء ليست موجودة إلا 
في موقع واحدء وواحد فقط. على خط الأعداد. وَقين 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (1) المفاهيم الأساسية 


سبيل تأكيد المفهوم وترسيخه ونفي الس عنه. يمكننا 
تعتن .بخكل الاعذاة يافراة النشو بحميعا » الدين وحذوا 
سابقاًء والموجودين حالياء والذين سيكونوا في 
المستقبل. فكل شخص منهم هو فريدٌ من نوعه. ولا 
يُتخيل إلا أن يكون نفسه وليس غيره؛ ولا يتكرر أبدا. 
ويمكنُ تمثيل الفكرة نفسها في بصمة الفرد الإنسان 
التي لا تتكررء فهي فريدة لكل فرد إنسان. 


يُعزى أختراع الأرقام (...,3 ,2 ,1) إلى العربء. ولهذا السبب شمى (لهرء نام ءنطدعك). 
ويقال بأن الذي ابتدعها أراد تمييز كل رقم عن الآخر بعدد الزوايا الموجودة في شكل الرقم. فيحتوى 


الواحد زاوية واحدةء ويحتوي الإثنان زاويتين» وهكذا. وكان أهمُ إبداعات العرب اختراع الصفر. 
ويعتبر علم الجبر (2/96512) من اختراع علماء الحساب العرب في القرنين الثامن والتاسع. 





توضح الأشكال (1.1» 1.2» 1.3» 1.4» 1.5: 1.6: 
7 1.8») مفهوم الأعداد الحقيقية ومبادثها 
الأساسية» وما ينتج عنها عندما تتفاعل مع بعضها . 
وتشرح هذه الأشكال نفسها بنفسها. 


عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (1) المفاهيم الأساسية 


شكل (1.2): امتداد الأعداد إلى يمين ويسار الصفر 





عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (1) المفاهيم الأساسية 


شكل اعد ايت صفة كثافة خط دحت ] 

















عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (1) المفاهيم الأساسية 


عادة ما تكتبالقيمة المطلقة (011:2< 08501:/116)» 
أي التي نأخذها ككمية موجبة» حتى لو كانت سالبة 


6-اإ,..., ,(10] ,إلا 


6 -6-]| ,10-10 ,1 1 
ويُقصّد بذلك أن المسافة إلى يسار الصفر تساوي 
المسافة إلى:يمينة إذا كان العدة. متشابها »وحمل 

إشارة معاكسة. ومثال على ذلك العدد (6) في الشكل 
(1.5). 
شكل (1.6): نش الكسر 


عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (1) المفاهيم الأساسية 





ينشأ الكسرٌ من نسبة عددٍ كامل (776967) إلى عددٍ طبيعي 


سيد ل 
بقارا 


تنشأ الكمية (15/4-) من نسبة (15-) إلى (4)» أو 
من نسبة (15) إلى (4-) كما في الشكل (1.6). 
شكل (1.7) 

#1 


فقط, (2.5 - 4) و (4--5)» على التوالي. وأخيرا 
فإن الشكل (1.8) يوضح مجموعة الأعداد الحقيقية. 


عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (1) المفاهيم الأساسية 


والمجموعات الفرعية المنبقثة عنهاء وهي تختصر 
الشكل (1.1). 


عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (1) المفاهيم الأساسية 


شكل (1.8) 


أعداد كاملة 


أعداد طبيعية ظ 





تتميز الأعداد الحقيقية بمجموعة من الصفات الهامة؛ 
لابد منالتقيد بها عند التعامل معها. وفي الجدول أدناه 
قائمة الصفات وأمثلة على كل واحدة منها: 


الصفة مثال 
الصفةالتبادليةفي + 7[ك زج هر 


الجمع 5+4-44+5 
يو 


)2<**1[|''196 
1171 701+ 


الصفة التبادلية 1 »7 ح ع 6 
فى الضرب 5 - 54 


))2222*21[[116 
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11111101010171 
الصفة الترابطية 2 ماخرو ندر 


فى الجمع 3+ (4 + 5) - (4+3) +5 
01 1017ل 
1111111 


الصفة الترابطية وو 
فى الضرب 3" 5) - (4»3) »ا 


1 ©1017 110ل 
1111111101171 


الصفةالتوزيعية كر يدر 
6 222**|1غ,2 3 +4« 5 - (5»)4+3 
الصفةالجمعية ]1 26-0 


للمتساوية 5 -5+0 


0110 1 [ [16 
1_1 111 


الصفة الضربية 











ك1 اه 























عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (1) المفاهيم الأساسية 


للمتساوب به 

6 111111ك»11 
1611111 
الصفةالجمعية 
المعاكسة 


6[ 0000م 
6[ [111ظك1 


ا ا ران 
المعاكسة 0 1 


6 1111110ك1/1 
11111 


صفةالصفر 7610 
111 مآ 


15ر5 


20-0 











تُضافُ إلى كل ما دُكرصفة الكثافة ( 0675167 


(2/0267)» التي تقول بأن بين كلٍ عددٍ حقيقي 

















عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (1) المفاهيم الأساسية 


وعددٍ حقيقي آخر يوجد عدد حقيقيء كما في الشكل 
(1.9). 


شكل (1.9) 
كثافة الأعداد ظ 


لس حا 2 


د 


3752 
ا 


1 
مثال (1.1) الصفة التوزيعية: 

لدينا قطعة الأرض المُبينة في الشكل (1.10)» 
والأبعاد المثبتة عليها. 

شكل (1.10) 





عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (1) المفاهيم الأساسية 





يبك كياب الساحة 1 بطريقين: 31 كوم 
واحدء وذلك بضرب الطول في العرض. أو 2) بجمع 
الجزء (8) مع الجزء (0). 

حسابها كجزء واحد: 


52-5 -(1+3)< 5 - 4م 


حسابها بجمع الجزء (8) إلى الجزء ()). 
ده 
5+ 0-51 +8 - للم 
مثال (1.2) الصفة الترابطية: 
لدينا الخزان المُبين في الشكل (1.11)» وعليه الأبعاد 


فى ليد 
مندننا ٠‏ 
٠‏ 


فك 111 


عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي 


و 


يبلغ حجم (1) الخزان: 
- 27> ك1 >« مح ع1 »ع 7 >3 7 ح ىز »ا 7# »> ل ح / 


مثال (1.3) أين المشكلة: 
لنفترض بأن (-4)» ولذلك تكون 


ل + ىم ح لى + 4م 
كل + للم - 24 


2-21 +4 - 24-2 
+1 -م -(24-2 


بقسمة الطرفين على (4-7)» نحصل على 


لحف . تجاه 
دم #2-م 
22-1 


هل هذا منطقي وصحيح؟ أين المشكلة؟ 
(1.2)المتغير (©1707101): 


(1) المفاهيم الأساسية 





عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (1) المفاهيم الأساسية 
يُعرّفالمتغير بأنه كمية حقيقية» متجانسة» من 
شيء ماء تتغير قيمتها من حين لاخرءومن حالة 
إلى أخرىء تبعا لآلية معينة, أو أنه نوع أو جوهزٌ أو 
صفة تتغير من حالة إلى أخرى. وفي العالم الذي 
نعيش تحيط بنا المتغيرات من كل جانب. فأطوال 
الأشخاص وأوزانهم ودخولهم وأذواقهم وعدد السكان 
والحوادث وحجم الاستهلاك والإنتاج والإستثمار 
والصادرات والدخول وأسعار السلع والأسهم ... 
والجنس واللون والصفات المتعددة ...إلخ» هي أمثلة 
على متغيرات بسيطة. فهذه الكميات أو الصفات 
تختلف من حالة إلى أخرى؛ فطول محمد مثلاً يختلف 
عن طول عليء ووزن الجمل يختلف عن وزن الفيل» 
والدخل الوطني للأردن يختلف عن الدخل الوطني 
للمغرب»؛ وثقافة الشرق تختلف عن ثقافة الغرب» 


عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (1) المفاهيم الأساسية 


وأسعار القمح تتغير حسب المواسمء والذكر يختلف 
عن الأنثى ... وهكذا. 

وعاذة ها تضننت المشتيرات» فى إطاز اليحف العلبن 
الضدرف: تحت .مسمنات مختلفة .ولك تبعا الذور 
الذي يؤديه المتغير. فإما أن يكون المتغير 
مستقلا(1710[76110711)» أي هو الذي يُحدد قيمة 
متغير آخرء أو تابعا(/:0676©7:067)» أي يتم تحديده 
من متغير آخر »أو وسيطا(2»)710067011 أي يُحدد 
اتجاه وقوة العلاقة بين متغيرين» أو 
متدخلاً(ع:3711677+61117)» أي يُساعد على بلورة نتيجة 
التفاعل بين متغيرين. وقد يختلف الدور الذي يؤديه 
المتغير من حالة إلى أخرىء فربما يكون مستقلاً في 
وضع ثم يصبح تابعاً في وضع آخرء وسيطأ في 
ظاهرة ودخيلاً في ظاهرة أخرى. 


عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (1) المفاهيم الأساسية 


يأتي المتغيرُ على نوعين: الأول هو المتغير العددي 
(أو الرقمي» أو الكمي) ( 07 171/11116112011 
6 11 00111110)) كالأطوال» والأوزان» 
والأسعار»ء والأعمار...إلخ. 





أما الثاني فهوالمتغير النوعي (أو الكيفي أو الصوري. 
أو الوهمي) (101710516 01/411101116)»: كالنوع (ذكر 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (1) المفاهيم الأساسية 


500700007 
لا)ء والجهة الجغرافية (شمال» جنوب ...) 
...الخ.ويوصفٌ العدد من حيث المقياس الذي 
يندرجتحته» في إطار أربعة مقاييس:مقياس 

الفترة( ©5001 [177167101)» وهو المقياس الذي ليس له 
صر كوا اللضاعيسيد ا دراه 
(فوريتهايت سلوية أر دريحة كالفين )وافقد مكار أده 
073 
التي نستخدمها في الملاحة الجوية والبحرية من 
مقاييس الفترة» حيث تم استخدام بلدة غرينتش قرب 
افقق الفكاق :الذي ققتطاق جه الخطوط إلى اشيرق 
والغرب. أما المقياس الثاني فهو مقياس 
النسبة(52016 70110)» ولهذا المقياس صفر حقيقي» 
ومثال عليه أطوال الأشياء وأوزانها وأبعادها. والمقياس 
الثالث هوالمقياس الإسمي أو التصنيفي١ (٠‏ 7101711101 


20 





عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (1) المفاهيم الأساسية 


46 190770011 ممثال عليه تصنيف 
الأشخاص تحت أوصاف مثل ذكر أو أنثى. أما 
المقياس الرابع والأخير فهوالمقياس 

الترتيبي (5©01 07017101)» ومن خلاله يتم ترتيب 
الأشياء حسب نظام معين: تصاعديء تنازلي من 
حيث التفضيل (أو عدمه) ...الخ. ومثال على هذا 
الأخير أن يقوم الشخص بترتيب الأشياء حسب 
تفضله لهاء كأن نقول أن فلان يُحب التفاح أكثر من 
البريتال» ريحب الإريتال أكار من الحشتمش» فيكوق 
التفاح» بالضرورة» أفضل من المشمش. 


0 0 
الثنائي ( 07 191110177 كر ل 


221015) ويأخذ إحدى قيمتين: 





صفر أو واحد صحيح 
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عبدالرزاق بني هاني 


التصنيفي (ا لإسمي) 
( 07 1ه01690112) 


2) 


المُربك (الغامض) 
(©011/0111101711) ) 


مبادىء الاقتصاد الرياضي (1) المفاهيم الأساسية 


رار إل كله ريطلل 
معاكسة:( نجاح» فشل)» 
(تحسن لاتحسن)...إلخ 
عادة ما يعون ل ل 
م (:27601101) 
ا إحدى قيمتين: 
صفر أو واحد صحيح 
ليرمز إلى نوع أو جنس أو 
صفة: (ذكرء أنثى)» 
(متزوج» خلاف ذلك). 
0 
1ف لمكن سيره 
مختلفة لقياس نفس الأثر. 
وعلى سبيل المثال 
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عبدالرزاق بني هاني 


المُتصل (الفترة) 

( 017 0111171111015) 
16))) 
المضبوط (المُشترك» 
الدخيل أو العرضي) 
( 017 00111701 
6أ1))) 


المعيار (711611011)) 


مبادىء الاقتصاد الرياضي (1) المفاهيم الأساسية 


استخدام أساليب تدريسية 
مختلفة من قبل مدرسين 
مختلفين لمعرفة تطور 
معرفة الطالب. 

ليس مقيداً أو محصوراً في 
قيم معينة. ومثالاً عليه 
الزمن. 

متغير دخيل لايرغب 
الباحث في اختباره» وعادة 


الأثر المفترض في دراسة 
غير تجريبية. وهو 
الظاهرة أو المُتغير المراد 
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عبدالرزاق بني هاني 


التابع (الظاهرة) 
(10676110111) 


متقطع (منفصل) 


)101501:61©( 


وهمي (صوري) 
(1211111111(7) 


مبادىء الاقتصاد الرياضي (1) المفاهيم الأساسية 


التنبو به. 

الأثر المفترض في دراسة 
المراد قياسه والتنبؤ به. 
وهو الظاهرة نفسها. 
لايأخذ إلا قيمة كاملة 
(17116867)» سالبة أو 
موجبة. قد يكون تابعاً أو 
أكثر من قيمتين. ومثالا 
الجهات الجغرافية» أو 
الحالة الإجتماعية: 


منزوج» أعزب» مُطلق» 
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عبدالرزاق بني هاني 


داخلي (جواني) 
1[010110101015[ظ؛ 
8 00) 


خارجي (براني) 


) 121:09 61710115( 


مُستقل (1710277©710©1711) 


مبادىء الاقتصاد الرياضي 


(1) المفاهيم الأساسية 


0 

متغير مُحدد القيمة 
الف لك ار 
آنية» أي المنظومة السببية 
(5(51©71 اكلا هن ) . 
متغير مُحدد القيمة 
والسلوك خارج منظومة 
آنية» أي المنظومة 
السببية( 00115011 

.0)) 701 

المُتغير المُسبب في دراسة 
تجريبية. وعادة ما يتم 
هك 
المُسببة الأخرى. 
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عبدالرزاق بني هاني 


مُتدخل ( متوسط أو 
وسيط) (1711©176111119) 


كامن (1016111) 


مبادىء الاقتصاد الرياضي 


(1) المفاهيم الأساسية 


أخرى. أو يُوضح العلاقة 
أخرى. ومثال عليه دور 
المؤسسات في الإنتاج 
والأداء الاقتصادي. 

غير مللاحظء لكنه موجود 
إفتراضاً كي يُفسر 
متغيرات أخرى. ومثلا 
((1/1111) وتفسيره لسلوك 
ا 





مثال (1.4) المتغير العددي: 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (1) المفاهيم الأساسية 


0- غ1 - 5 + زر 


5ح كل ,5ح 7 


مثال (1.5) المتغير العددي: 


تددم 
5-6 
0- 0.251 - رز 

.:. 16 - 0 


فيما يلي بعض الأمثلة على متغيرات كمية تندرج 


أقوى ثلاثة اقتصادات في العالم للعام (2010) 
اقتصاد |ن مجح الاقتصاد القوة 


(بالإسعار الشرائية' 
الجارية) (ترليون 


” - قوة العملة على شراء السلع والبضائع في دولة ما مقارنة مع القوة الشرائية لعملة دولة أخرى. 
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غبذ الور اريس هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (1) المفاهيم الأساسية 

















(ترليون دولار) 
دولار) 
الإتحاد ‏ 15.900 الولايات 0م11 
الأوروبي المتحدة 
الولايات 14.620١‏ |الصين 123 
المتحدة 
الصين (85.879 اليابان 45 
الشعبية 


المصدر (2010 6001]ع12 , 14)) .(ن م ج - 
اذاف معني ,ا حما) 


مع ملاحظة الفرق بين القيمة الأسمية للناتج المحلي 
الإجمالي وقيمته من حيث القوة الشرائية لعملة الدولة 
داخل الدول ذاتها. 

أعلى ثلاثة جيوش انفاقا للعام (2009) 





جيش الإنفاق (بليون | النسبة من 
دولار) رن م ج) 
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عبدالرزاق بني هاني 


الولايات 
المتحدة 
الصين 

الشعبية 
بريطانيا 








مبادىء الاقتصاد الرياضي 


)05 


0025000 


0021 





0 
23.4 


2.0 


2 


(1) المفاهيم الأساسية 





السلام. 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (1) المفاهيم الأساسية 


أعلى خمسة اقتصادات من حيث متوسط دخل الفرد 


(2010) 
متوسط دخل الفرد 
اقتصاد (ألف دولار 
أمريكي سنويا) 
قطر 8561 
لوكسيبورغ |78.395 
النرويج ‏ 52.5612 











المصدر: صندوق النقد 
الدولي(2010) 
(1.3)الفترة(1ه1711©7): 
هي مجموعةجزئية(/51/556) من الأعداد الحقيقية 
يحتلها المتغير على خط الأهداف. كأخ تقول» متلت: 
بأن عدد السيارات (*) التي يمتلكها سمير لاتقل عن 
(5) سيارات: 


5 ح عد 

















عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (1) المفاهيم الأساسية 
مما يعني بأن المتغير (0) يأخذ أية قيمة مساوية 1 
ةا أن أكير مقا أن أن تقول مقدويان أحمه 

يحمل أقل من (5) دنانير () في جيبه: 


5 >> بر 


مما يعني أن المتغير (7) يأخذ أية قيمة أقل من (5). 
وتكون الفترة في الحالة الأولى» حيث (:<.)ءمُغلقة من 
الأسفل؛ وهو الحد الأدنى الذي يأخذه المتغير» (5 في 
هذه الحالة)» لكنها مفتوحة من الأعلىء أي لا نهاية 
لها. وتكتب بالصيغة التالية: 


رمه .5 ] 


عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (1) المفاهيم الأساسية 


إذ يعني طرف القوس المُكّعب ( ]) (5707617) أن 
الفترة مُغلقة من طرفها الأيسرء أما الطرف الأيمن» 
أي القوس الدائري (الهلال) ( ( ) (7076716515) 
فيعني أن الفترة مفتوحة من الجهة العلوية. وكتب 
الحالة الثانية كما يلي: 


(5.مع--) 


مما يعني أن الفترة مفتوحة من الجهتين. والحديث عن 
المتباينة في الجزء أدناه يُبين مفهوم الفترة من خلال 
الأمثلة.”> ويوضح الشكل (1.12) كيفية النظر إلى 
الفترة والأقواس المستخدمة في الفترة. 

شكل (1.12) 


7- تستخدم كتب الرياضيات في أوروبا وأمريكيا اللاتينية المعيار الدولي(31-11 150) المتعلق برموز المجموعات كما في المثالين 
التاليين: ([14,5 ) وتعني أن (4)غير مشمولة في الفترةء لكن (5) مشمولة. و ( ]4,5]) وتعني أن (4) مشمولة في الفترة» لكن (5) غير 
مشمولة. وهكذا يمكن التعميم. أما في أمريكيا الشمالية والمنطقة العربية ومعظم الدول الأخرى» تستخدم الأقواس الدائرية والمكعبة» كما في 
الأمثلة أعلاه؛ والأمثلة الواردة عن المتباينة» أدناه. 


عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (1) المفاهيم الأساسية 


الفترة والتعامل مع الأقواس 





شكل (1.13) 
أطول رجل أطوال الرجال 


يحتوي الشكل(1.13) الفترة التي يحتلها أطوال 
الرجال» بالمترء في آخر قياس تم للقرن الميلادي 
العشرين والأعوام الثلاثة عشر من القرن الميلادي 





عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (1) المفاهيم الأساسية 


الحادي والعشرين. ولو رمزنا للطول بالحرف (77)» 
لكانت فترة أطوال الرجال كما يلي: 
2 > 8 > 0.535 


بمتوسط مقداره (1.6275) مثر. 
ومن صفات المتغير الذي يقع في فترة ما أنه متصل 
(مستمر)» وليس فيه أي انقطاعء؛ ولو من الناحية 
النظرية» على الأقل. 


(1.4)المتباينة (اللامتساوية)(17:201/011/7): 

هي علاقة رياضية بين متغيرين أو أكثر. وعادة ما 
المتباينة الضعيفة(77601/0117 :11001)» حيث تأخذ 
الشكل 


عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (1) المفاهيم الأساسية 


ثقرأ الأولى:(«)أكبر من أو تساوي (1 )2 أو أت ) 
)ليست 7 من )2 0 وثقراً الثانية:(2 )أقل من أو 


تساوي (+3 
>2 
2 


1. المتباينة الصارمة (التامة أو الدقيقة) 000 
(1201121107: حيث تأخذ الشكل: 


عد > 


ثقرأ الأولى: () أصغر من () دائماء وتقرأ الثانية 
أن(2)أكبر من (:)دائما. والأشكال (1.14)- (1.18) 
توضح بيانيا معنى المتباينة والفترة التي تشغلها على 
خط الأعداد. 


عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (1) المفاهيم الأساسية 


دا 


شكل (1.14): المتباينة(...): وفيها القيمة (4) غير 


مشمولة. 
فهي إذن متباينة مفتوحة الفترة 


تشير الدائرة الفارغة إلى أن ال (4) غير مشمولة في 
الفترة» والسهم إلى اليسار يشير إلى عدم نهايتها. 


شكل (1.15): المُتباينة (1>:)» و (7) عدد كامل 


:)111169©17:( 


عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (1) المفاهيم الأساسية 


مفتوحة الفترة» وفيها القيم داثنيا أقل من (3)» وكاملة 
العة ةب 


شكل (1.16): المتباينة هءءءى : القيمة )2( غير 
مشمولة. 

وتبدأ المتباينة عند أقصى قيمة لها وهي (4): 
أي أنها مغلقة من الأعلى ومفتوحة من السفل 


تا 000 رق 2- 4- 


شكل (1.17): الفترة 5 ,2-[) :مفتوحة من جهة ال 





-6 -4 -2 0 2 4 5 


شكل (1.18): اتحاد الفترتين (117)2,0 ب1-) ه 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (1) المفاهيم الأساسية 


كلاهما مفتوحتان 








ثبين الأرقام داخل المستطيل متوسط حصة الفرد من 


إن م ج) مقيما (بالدولار الأمريكي) بالقوة الشرائية 


«4 


للعملة الوطنية لكل دولة على التوالي- حسب 
إحصائيات صندوق النقد الدولي» 2010- وأن حصة 
الفرد في الأردن أقل من مثيلتها في الجزائر» لكنها 
أكبر من مثيلتها في سورياء مثلاآ. وثمثل نفس المتباينة 
على خط الأعداد كما في الشكل (1.19). 


عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (1) المفاهيم الأساسية 


شكل (1.19) 


5108 58 2103 


قد تأتي اللامتساوية على شكلٍ مركب كما يلي: 


حيث ترمز (4) لقيمة ثابتة» مما يعني بأن 

وبالتالي» تكون (7) أكبر من أو تساوي (0-2) دائماً. 
وسنتعلم كيف نتعامل مع اللامتساويات المركبة من 
هذه الشكل» وكيف نمئثلها بيانياًء في الجزء (1.12) 
القادم. 


8. مثال (1.7) قيمة المتباينة: 


لنفترض وجود المتباينة التالية : 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (1) المفاهيم الأساسية 


> 2-0 


تقول هذه المتباينة بأن قيمة المتغير () هي أقل من 
ضعف قيمة المتغير («) مطروحاً منه المقدار (10). 
وبعد إعادة ترتيب المتغيرين» نحصل على قيمة أحد 
المتغيرين بدلالة الآخرء كما يلي: 


2-0 > بر 
ع2 > 10+ 


5< 
60. مثال (1.8/ قيمة المتباينة: 


لدينا المعادلة والمتباينة التاليتين: 


1-7 +ع 
1 
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505200070 مبادىء الاقتصاد الرياضي (1) المفاهيم الأساسية 


تخبرنا هذه المتباينة بأن مجموع قيمة المتغيرين (2) و 
ل يي ا 
المتغير (3)» حيث تم تقييده بين (1) و (4). وبالتالي 
فأ 

5 


1. < 3 


0 مثال (1.9) قيمة المتباينة: 


لدينا المتباينة التالية: 


4 >عر2 - 


تخبرنا هذه المتباينة بأن القيمة السالبة لضعف قيمة 
المتغير (*) أقل من أو تساوي (4-).مما يعني بأن 
قيمة المتغير («) لابد أن تكون أكبر من أو تساوي 


.)2( 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (1) المفاهيم الأساسية 


عخ. مثال (1.10) قيمة المتباينة: 


تخبرنا المتباينة التالية بأن المتغير (7) أقل من أو 
يساوي مربع قيمة المتغير (7). وبالتالي فإن قيمة 
الجذر التربيعي للمتغير (7) لابد أن تكون أقل من أو 
تساوي قيمة المتغير (1). 


7د > بر 


1 + > نول .. 
ا. مثال (1.11) قيمة المتباينة: 


31+10 > 7 
3+10-10> 7-0 
312 > 3 


1->ع 


02 


عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (1) المفاهيم الأساسية 
©. مثال (1.12) قيمة المتباينة المركبة: 

لنفترض بأن (:>6+.:-5-). تخبرنا هذه المتباينة 

المركبة بأن (مممدء::-)» وأن 

(:6+:3)» في نفس الوقت. ويتم حل كل متباينة على 

حده كما يلي. بالنسبة للأولى» فهي: 

6 


- 21 > 3 


-7 >> 1 


0 8 لك 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (1) المفاهيم الأساسية 
4|. مثال (1.13/ قيمة المتباينة التربيعية: 
لدينا المتباينة 


0 > 10+ع7- تعر 


يمكننا تحليل هذه المتباينة إلى عواملها الأولية كما 
يلي : 
0 > (20)2-5-:) 


وبالتالي تكون 


2 > ج 0 > 12-2 
5 >2 > 0 > 12-5 


ب م.ة جيه |2*| ييي» 
م اس أ عه ع اكهءهي ا يي 

|. (1.5/المعادلة( :1701101101 
المعادلة تعبيرٌ رياضي عن حالة تساوي بين طرفين» 
بحيث يكون المجموع الكلي في طرفء. والمكونات 
الفردية التي شكلت المجموع الكلي في طرف آخر. 
ومثال عليها المعادلة 
د +3 د بر 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (1) المفاهيم الأساسية 


فإذا كانت (5 -)ء فإن (8 - 7)» وإذا كانت ( - 
0 فإن (3 -7)» واذا كانت (4- - *) فإن (- >( 
1)» وهكذا. وتأتي المعادلات على شكلين أساسيين: 
خطية (171©01)» و غير خطية (:170111111601). 
وكين يدلواي اك ابعال الححرية كي ل : 

0- طجعه ْ 
حيث (0-.).وفيها يكون المتغير (3) مرفوع للقوة 
الواحد الصحيح الموجب (1+). ومثال عليها المعادلة 
المبينة أعلاه. أما إذا كانت أكبر قوة مرفوع إليها 
المتغيرتختلف عن الواحد الصحيح الموجب, فإن 
المعادلة تكون غير خطية. ومثال على ذلك 
المعادلاات: 

تر +5 د بر 


6 تير بر 

3-4 دج 
دعم 
1 

0 ح- (2)وم» 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (1) المفاهيم الأساسية 


ونفترض بدهياً بأن المتغير الذي يحتل الطرف الأيسر 
مرفوع للقوة (1+)» فقط. وتأتي المُعدلات» التي تهمنا 
في الاقتصاد الرياضيء على ثلاثة أنواع رئيسة: 
معادلة تعريفية (60100211011 |061111110112/: هي 
معادلة تقدمُ تعريفاً معيناً لمفهوم مُحَدَدْ.وعلى سبيل 
المثال نقول بأن الناتج المحلي الإجمالي (61(5) 
يتكون من مجموع الإنفاق الاستهلاكي (0)).» والإنفاق 
الاستثماري (7)» ونفقات الحكومة (0)» وحاصل طرح 
الصادرات من المستوردات (714-)). وتكتب هذه 
المعادلة التعرفية كما يلي: 

(1-134)+0 +1 +0 دمن 

ليس هناك فرقٌء في سياق المعادلة أعلاه» بين إشارة 


(-) واشارة (-)» لكن (-) وضعت للتنبيه إلى نوع 
المعادلة. 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (1) المفاهيم الأساسية 






أنواع المعادلات 





ومن الأمثلة الأخرى عليها معادلةالتكاليف الحدية 
((2051)1 7107911101): التي عادة ما نعرّفها كما 
يلي : 


_ 472 
40 


حيث ترمز (..) للتغير في التكاليف الكلية» و(مد) 
للتغبر في الكمية المُنتجة.وهذه المعادلة تعرّف علاقة 


1/1 


معادلة سلوكية (0021/1011»© |018ا0 06/311 هي 
معادلة مبنية على فرضية محددة عن سلوك المتغير 
داخل نظام معين» وكيف يتفاعل هذا المتغير مع بقية 
المتغيرات الأخرى. وعلى سبيل المثال نقول بأن 
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الإنفاق الاستهلاكي (0) يتحدد بواسطة الدخل في 
معادلة الاستهلاك: 

بلآعمرم دن - © 

حيث ترمز (4) ل حد الكفاف من الاستهلاك 

(1©©1 ©51/55151672)» و (772) ل الميل الحدي 
للاستهلاك. و (ي1) ل الدخل المتاح ( 015705016 
6 ا نلاحظ بأن الاستهلاك (0) يتكون من 
جزئين» هما: حد الكفاف (0) + (ي[2)7127 

وهوا لاستهلاك المُحَفز (0115111111211011© 17:01/220)» 
وهذا الجزء الأخير يتم تحديده من تفاعل ال (7170) 
والدكل: المقات. 

ومن الأمثلة الأخرى عليها معادلة التكاليف 
الكلية((760) 2051 60101)» التي قد نكتبها كما يلي» 
مثلا: 


710- 0.0203 - 20+100+ 


458 


عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (1) المفاهيم الأساسية 
ل. حيث ترمز ([0) لكمية الإنتاج. 
حالة التوازن (51016 01/1117111/11©) في أي نظام 
تُعبّرعن توازن القوى المؤثرة فيه. وعلى سبيل المثال 
ميناك رن اك راي اللزروى الكهد 
المحزوضية منها يعدت ما شينى زازق مبواق القارد 
(111112111/111)© 71101121 710176(7)» ويكون سعر 
الفائدة التوازني (7016 111161251 01111111111111 ©) 
نتيجة حتمية لهذا التوازن. ومن الأمئلة الأخرى عليها 
الكمية التي تنتجها المنشأة عند مساواتها الكلفة الحدية 
(((7146) 2051 71101ع:7107) مع الإيراد الحدي 
(((112) 7611111 7107911101)» وتكتب كما يلي: 
11 - جزلا 
شمى المعادلات التي يكون فيها المتغير مرفوعاً للقوة 
(2+) معادلة تربيعية (011111011© ©01/0017011). 
وتُسمى المعادلة التي يكون فيها المتغير مرفوعا للقوة 
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(3+) معادلة تكعيبية (6010311011 © ؤالا©). وسمى 
المعادلة التي يكون فيها المتغير مرفوعاً للقوة (4+) 
معادلة ربعية(من الدرجة الرابعة) ( 01/0711 

7 وههكذا لبقية المعادلات المُكوّنة من 
متغير مرفوع لقوة أعلى. واذا كانت المعادلة مشكلة 
من متغير مرفوع لقوة معينة واستطعنا تبسيطهاء بحيث 

تتغير القوة المرفوع إليها المتغير: فإن المعادلة تصنف 
تحت مُسمى جديد يتناسب مع القوة الناتجة. وعلى 
نيدل المثال قندى السيعا دل : 

وعكييت ‏ (إبديو 

كأنها تربيعية. لكن فك القوس في الطرف الأيسرء 
واجراء النقل المطلوبء, من اليمين إلى اليسارء يجعل 


2-2معر- [1سل+ع2 بشع 
0 -3 + ع2 .:. 


عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (1) المفاهيم الأساسية 


وعادة ما تُكتبُ المعادلة التربيعيةبالصيغة العامة التي 
تأخذ الشكل التالي: 

0ح درط + يرن 

حيث (0-0). وقد تأتي المعادلة التربيعية غير 
مكتملة(370171271616) كما في الأشكال الممكنة 
التالية: 


0 - ثيو 
0 حبرم + ثيو 


0 دم + تييو 


أما الصيغة العامة ل المعادلة التكعيبية فتأتي على 
الشكل التالي: 

0 ع قل جين + تيرم + ثيرو 

حيث (0-»). وتأتي الصيغة العامة ل المعادلة من 
الدرجة الرابعة (الربعية) على الشكل التالي: 


0 حم ديل + تين + ثيرم ب ذأيرن 
وقد تأتى المعادلات على أشكال هجينة» ومنهاء على 
سبيل المثال» ما يبسمى المعادلة الربعية الثنائية 
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(01/41101© 5101/4111): وهي من الشكل ( 

-١‏ م “ه)ء إضافة إلى أشكال أخرى. 

لانحتاج من المعادلة» عند التعامل معهاء إلا إلى 
الحل (5011/110711)» وهو ما يطلق عليه» في 
بعضالأحيان» الجذر (001")»: أي القيمة التي تجعلها 
معادلة صحيحة. ويكونالحل» في بعض الأحيان» 
بسيطاً جداً ولايحتاج إلا إلى الحد الأدنى من التفكير 
والجهد. ومنها ما يحتاج إلى جهدٍ وتفكير متوسط. 
ويحتاج آخر إلى جهدٍ كبيرٍ وتفكيرٍ عميق. وقد 
يضطر الباحث إلى الإستعانة بحواسيب تعمل ببرامج 
سك 

(1.6) الجذر التربيعي (12001 ©501/07): 

ع حر اسار ب ماين 
الجذور. وناتج الجذر التربيعي لعددٍ ما يعطينا عدداً 
إذا ثرت وتفية كان فاتحه العند الذ :تحت الخذر. 
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9 


مثال (1.14) الجذر التربيعي: 
«2 +- ترول. ,3 +- ول بد +- قرل. 
عه <د تمعال.- 132+ ترول. 
200 - 3/10 - 10و - ول 
(9) -+(33)+ - 29اول/. - 07 ول 
(11.6) قوانين الجذور: 
في ما يلي القوانين الأساسية للجذور التربيعية. وما 
ينطبق عليها ينطبق على بقية الجذور. 
شريطة تشابه الجذور. 
“(ج) - ول - الول“ 
اك ١‏ 


ر) رل مر 

عدلء(ط + ن) ح عدلءط + عرلمن * 

عدا( - ه) - عداءط - رمي * 
شولا ح عرارءن * 


نول + عر عد نو + عرلل. * 
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من المفيد أن نتعامل مع الجذور التربيعية بمهارة 
عالية لأنها تسهل علينا حل المعادلات التي توجذ 
يها وعلئ :سبيك الفذال الى كان لنيقا اتجذن :(عيم): 
فقد يكون من الأفضل تربيع الثابت (0 4) وادخاله تحت 
إشارة الجذرء أي (.). ولو كان لدينا كسراً في 
الجذرء مثل (+./:) لكان من الأفضل التخلص من 


الجذر في المقام وحصره في البسط كما يلى : 
عدلد _ له 


ا 
+ جل عل 
مثال (1.15 
لدينا 


1 ):<لجذر التربيعي 

0 وكذاءا على ذلك فإن د 5 اللطكك ). 
لدينا 0 50 

8 1/13كامل._ 13ل 6لد _ 13له _ 13 


6 6 ك6 6 0/6 6 


م0 
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تسمى هذه العملية إنطاق» أو حذف الجذور من المقام 
(:06110111171101 0/1116 70110110112011011). 


مثال (1.17):الجذر التربيعيوالجذر التربيعي: 
-2-75 
0 
وده 053د وده خزا: 
مثال (1.18):الجذر التربيعي: 


)2-8(2-144<- 0 


)-8(57 - 4 

2+ - جدال+ - 8(2 مولن 
2 - 1-8 

د عر ,20 دع 


مثال (1.19): الجذر التربيعي: 


2-0+ن3-3/.- 7تج ول 
#(ردول)ك 0ه عرل) جد رديحو عدرل 
بر-4-3+ 7ج ررل7+4جبر 
2-82-) - 7+رر/.4) ج- 2-8 - 7+/.4 
32-4 + تبر4 - (7+ نر)16 
4 + بج32 + 2 بر4 - 112+ بر16 
12-0-بر4+ 2.رج 0 - 48- بر16 + 2ر4 


6ه-- ,2 يعر ج 0 - (6 ++ بر)(2 -نر) 
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بعد تعويض القيمتين (2) و (6-)» كل واحدة على 
حده؛ نجد بأن (6-) هي الحل الوحيد الممكن”. 
(1.7)التحليل إلى العوامل (1"0101:120:11011): 
للمعادلة غير الخطية؛ وخاصة المعادلة التربيعية أو 
التكعيبية أو من الدرجة الرابعة. وقد يصعب حل 
المعادلات من الدرجات الأعلى بواسطة التحليل إلى 
العوامل بسبب التعقيد الذي نواجهه. 

مثال (1.20) تحليل المعادلة التربيعية إلى عواملها: 
لدينا المعادلة التربيعية 

22-25-60 

نستطيع حل المعادلة بطريقتين: الأولى تقضي بنقل 
الثابت (25) إلى اليمين» ثم أخذ الجذر التربيعي كما 
يلي : 


*-الإشارة (-) تعني: وذلك يؤدي إلى. 
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شكل (1.20) 





0 -2-25ع 
5 -2عر 


5+ - 25/. - تبره 

أي أن (5-) و (5+) هما القيمتاناللتانتجعلان المعادلة 
صحيحة. أما الثانية فتقضي بتحليل المعادلة إلى 
عواملها الأولية كما يلي: 


22-25-00 
0>-(5+:)(2-5) 
دن 


أنظر الشكل (1.20). 
مثال (1.21) تحليل المعادلة إلى عواملها: 
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لذينا العادلة الترييية 


0 2-8 +3122 
0 ع (2 +عن)(4 -ع3) 


0 > (2 +<) ,0 ع رك -32) .:. 





وكي نتحقق من صحة الحل نقوم بتعويض كل قيمة 
حصلنا عليها في المعادلة. فإذا كان الناتج صفراء فإن 
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4 4 
3102+-20-8-0 
00 + 00 


3)-22+2-2-8- 0 


وهو المطلوب. أنظر الشكل (1.21). 
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مثال (1.22) تحليل المعادلة التكعيبية إلى عواملها: 
لدينا المعادلة التكعيبية 


0 32-9227 تير 


عند تحليل المعادلة إلى عواملها الأولية نحصل على 
0 -(22-9()2-3) 
0-(3-:) ,0 (9- 22 .:. 


3 
وكي نتحقق من الحل نقوم بتعويض النتيجة في 
المعادلة الأصيلة كما يلي: 
27-0+(3(3-3)03(2-9)3) 
وهو المطلوب. 
دعنا ننظر مرة أخرى في صيعغة المعادلة التربيعية 
0ح جيروع + تيون 
عند قسمة طرفي المعادلة على (0-») نحصل على 


6 م 
0 <- سور بتع 
4 06 
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يمكننا إدخال كمية متساوية الع طرفي المعادلة 
الناتجة من القسمة» بحيث تبقى متعادلة. وعلى سبيل 
المثال 

2-2 +2 جم + نر 


0 


وودادورت علوي قور 
01 01 


لو أدخلنا الكمية 








0 

4 
07 ام ثم 0ه 
بدح عل سير بير 
40 0 40 0 
2006م 0 0ه 














كه 
ين 
3 


5 -85 + 1/5: - + 


20 
ل 


(©501/471 1776 00771271611778)» وتسمى الصيغة 
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(017111110/ 01/007011). ويمكننا استعمالها في 
الحصول على حل لأية معادلة تربيعية.وثشمى القيمة 
(عد-تم/ ) المُميز (065617171111110111). 


ع - :ا +8 - 0 


محا 








مثال (1.23) جذور المعادلة التربيعية: 
لدينا المعادلة التربيعية 


3122+ 22-8- 


في هذه المعادلة (3 - 6©)و(6<2) و (8-دع). 


إذن 
2١0‏ 8ه - 2/27 د 
2 (203 7 
0 الك و 


3 
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وهو المطلوب. وهذه النتيجة مشابهة للنتيجة التي 
حصلنا عليها في المثال (1.21). 

وعندما تكون (0 - 442 - “5)» فإن جذر المعادلة 
يتقلص إلى (5/24-). ومن الممكن أن تكون القيمة 
تحت إغارة الخدى الترسيعي وطالية.وفى هذه الحالة 
ندخل في ما يُسمى الأعداد الخيالية ( 10917107 
55 © ويكون حل المعادلة ما تُسمى الجذور 
المعقدة (70015 :007116)» وهو ما نتحدث عنه 
بشكل بسيط في الجزء (1.85) القادم. 

هناك قواعدٌ عامة تساعدنا في تحليل المعادلات 
لجعي الشرعة لمكن وى كنا إلى : 


(0 -2ن)(مه +ع) - (2ن- تعر) * 
7 +2) - (توجينو2 + ت2ر) * 
7 -2ز) - تع +يين2 - ترر) * 
(5 ج+جبل )(ه جين ) - (طه جدمرو(عط + لون) + تيوق ) * 


.(5+«)(ه + ) - (5و ديرزم + م) + تر) * 
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(108) الأعداد الخيالية (اختياري)( 1710917101 
0075 





نناقش في هذا الجزءء بشكل طفيف جداًء ما ُسمى 
الأعداد الخيالية. وهي الأعداد التي تنشأ من بعض 
الحالات التي يكون فيها جذراً تربيعياً لعددٍ سالب.ونبدأ 
بالافتراض الخيالي بأن: 

1-ل. د 

يُسمى العدد (7) عدداً خيالياً. وكي ندرك أهمية هذا 
العدد الخيالي نقوم بالعملية الرياضية البسيطة: 


ؤب ع *يز *[ 2 * (ينن) 


9و - 235+) 
[23 - برج و9 د 2ن .:. 


65 


عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (1) المفاهيم الأساسية 


لاحظ الإشارة السالبة أمام(9-)» وهو الذي نتج عن 
عددٍ تم تربيعه؛ أي (7). وتدلهذه الإشارة بأن العدد ا 
9) يتكون من جزئين: خياليهو (1-/-:)» وحقيقيهو 
(3).ويسمى العدد (9-) في هذه الحالة العدد المُعقد 
(111111187 011121226 0). وبناءاً على ذلك يمكننا 
صياغة أشكال خليطة مكونة من عددٍ خيالي وآخر 
حقيقي. وعلى سبيل المثال: 


7ج عل ميا 
7ج ح ارا 
57 عد ناا 
31-3 


مثال (1.24) العدد الخيالي: 
لدينا المعادلة: 0 -10ج+عر4ك- تر 
نحصل على قيمة (3) من الصغية التربيعية: 


2261 _ 2/24 _ 2-24 _ 40000 - تضلل + ف - 0 
ادن !1 1 11 2 0 





ظن الرياضيون عندما استعملوا الأعداد الخيالية» في بداية الأمرء أنها خيالية 
فعلاً. لكن العلماء المُحدثين اكتشفوا استخداماتٍ مفيدة جداً لهاء وخاصة في 


حل المعادلات التربيعية» وبعض المسائل في الهندسة الكهربائية. 
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عند محاولة الحصول على حل للمعادلة التربيعية» لابد 
من حساب قيمة المُميز (-6.» أي القيمة تحت 
الجذر. فإذا كانت أقل من صفرء فإن ذلك يدل على 
وجودجذرٍ خيالي للمعادلة. 
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>1 . (1.9/الدالة (الاقتران) (1100© ادا ) : 
تُعرّفالدالة (أو الاقتران)» لغرض هذا الكتابء بأنها 
علاقةيعتمد فيها طرف تابع على طرفبٍ آخر مستقل. 
ويَنتُجُ عن هذه العلاقة كمية حقيقية؛ متجانسة. 
تتغير قيمتها عندما تتغير قيمة الطرف المستقل. 
شكل ( 1.22) أ:الدالة كآلة 


)سد 1 


والتأمل ف في التعريف يذَكَرنا بمفهوم المتغير» ووجه 
الشبه بينهما واضح من خلال كمية متجانسة وتغير. 
وبالتالي فإن الدالة متغيرٌ تابعٌ لمتغير مستقل» بحيث 
تعتمد قيمة التابع على قيمة المستقل. ويمكننا تخيل 
الدالة كآلة تدخل فيها الأشياء على هيئة معينة» لكنها 
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تخرج منها على هيئة أخرىء كما في الشكلين (1.22 
أ ب أدناه. 

نرى من الشكل (1.22 أ)» أعلاهءأن حبات 
التفاحتدخل من يسار الدالة» لكنها تخرج من اليمينعلى 
شكلٍ آخر. وفي الشكل (1.22 ب) أدناه» نرى أن 
المتغير (7) يدخل في الآلة» لكنه يخرجٌ على 
شكل((2)/). ويبين الجزء الأيمن من الشكل (1.22 
ب)بآن المُدخل كان (5)؛ وخرج (125). فسّر ذلك! 
وفي هذا السياقتختلف المعادلة غير السلوكية عن 
الاقتران في مفهومين: 1) المعادلة غير السلوكية هي 
مجرد تساوي بين طرفين متجانسين» وهي تعبير عن 
كميات مجردة 2) الدالة هي معادلة سلوكية» أيظاهرة 
تتشكل من مكونات مختلفة» وهي تعبر عن كميات 
تحمل معنى اقتصاديء كالأسعار والكميات؛ والأجور. 
والتكاليفه وها شنانه ذلك: 
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شكل (1.22) ب: الدالة كآلة 





1 
١‏ 
الففرع 255 - ]| 0 إتتفع 9م -- 


هناك عددٌ لا يُحصى من الأمثلة على الدالة» نتعامل 
عه كأفزاذ. وجما عات يشكل ورم فيثلا تعنم 
كمية ما نستهلكه من السلع والخدمات على الدخل 
الذي نجنيه شهرياً أو سنوياً» ونقول في هذه الحالة إن 
الاستهلاك دالة في الدخل المتاح. وعدد حوادث 
الطرق يعتمذ على عدة عواملء منها عدد المركبات 
التي تسير على الطرقات» فنقول في هذه الحالة إن 
عدد حوادث الطرق دالة في عدد المركبات» وعوامل 
أخرى. والمنتج من القمح في الأراضي البعلية 


7/1 
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ين عن الماك ادرو ية فهك ركينة بسار 
التي تهطل في الموسم الزراعيء فنقول في هذه الحالة 
إن كمية المحصول من القمح دالة في مساحة الأرض 
المؤريعة يه نفدل مشو ادا د 


شكل (1.23): مساحة الدائرة دالة في طول نصف 








ومساحة الدائرة» في الشكل (1.23) تعتمد على طول 
نصف قطرهاءونقول في هذه الحالة بأن مساحة الدائرة 
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دالة في طول نصف قطرهاء وهذه المساحة مُعطاة 
بالدالة )0 م حيث ترمز (4) للمساحة. و(-) 


(1.10) مدى ومجال الدالة: 

هناك مفهومان هامان مرتبطان بالدالة» الأول هو 
المجال (00710171)» ويُقصَد به القيم التي يُمكن 
للمتغير المستقل أن يأخذهاء كأن نقول بإن الأسعار 
في دالة الطلب على سلعة ما هي دائماً أكبر من 
صفر (أي أن الأسعار موجبة القيمة دائماً)» وليس 
هناك احتمالٌ أن تكون الأسعار سالبة» مما يعني أن 
القيم التهيُمكن أن يأخذها متغير السعر هي مجموعة 
الأعداد الحقيقية الموجبة فقط. 
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أما المفهوم الثاني فهو المدى (©70719)» ويقصد به 
القيم التييُمكنللدالة أن تأخذهاء أي تحملهاء أو 
تُنَتِجُهاء كأن نقول بإن أرباح الشركات يمكن أن تكون 
سالبة أو موجبة» مما يعني بأن القيم التي يُمكن للدالة 
أن تأخذها هي مجموعة الأعداد الحقيقية: 
السالبةأوالموجبة. ويوضح الشكل (1.24) معنى مجال 
ومدى الدالة. وفي بعض الأحيان» لايكون مدى الدالة 
مُعرفاً: أي الك الاروكة أضبالت.وذلك فسسي: الصبيفة 
الرياضية التي تمثل الدالة نفسها. وكي ينطبق تعريف 
الدالة على العلاقة بين المتغيرين» المستقل والتابع: 
نقول بإن مقابل كل قيمة للمتغير المستقل (المجال) 
هناك قيمة واحدة. وواحدة فقط للمتغير التابع. 
(المدى)؛ أي الدالة. وسيتضح معنى هذين المفهومين 
من خلال الأمثلة المقبلة. 

شكل (1.24):مجال ومدى الدالة 
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وعلى بسندل: المذال و نحكون مكال ذالة مسداهة الذائرة 
مجموعة الأعداد الحقيقية الموجبة» إضافة إلى 
الصفرء ولا يقع مداها إلا في مجموعة الأعداد 
الحقيقية الموجبة» إضافة إلى الصفرء كذلك. 

إذا عدنا إلى الأمثلة البسيطة على الدالة» والمعروفة 
في النظرية الاقتصادية الكلية» ذكرنا أعلاه مثالا عن 
دالة الاستهلاك (111111011/ 01151/11171101 0)» حيث 
يعتمد الاستهلاك؛ كمتغيرٍ تابع» على الدخل وهو 
متغيرٌ مستقلء» ويأخذ الشكل البسيطللدالة الصيغة 
التالية: 


7017ل ن حدر 


إذ ترمز (©) للاستهلاكء و(1) للدخل» و(©م7) 
للميل الحدي للاستهلاك». و(4©) للاستهلاك المستقل 
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عن الدخل. ودالة الإنتاج( 7717001/11011 

7 )حيث يعتمد الإنتاج (0)» كمتغيرٍ تابع. 
على متغيرين مستقلين همارأس المال الحقيقي( 7201 
(711041)14مع)» و العمالة((,10507)1). وقد تأخذ 
الدالة أشكالاً عديدة» ومنهاء على سبيل المثال: 
52 

حيث (4) و(4) و(5) ثوابت.وهناك دالة 

الطلب (:111121101[ 0677107110) على السلعة (2)» 
حك يحم الطلي 00 2 
وحكل اليتقيلك: (1)ن حقلا,نووقد تأجل ؤالة الطلية: 
فى هذه الحالة» الشكل التالى: 

ْ 0 

حيث (4) و (©) و (/) ثوابت. 

ومن نموذج تسعير الأصل الاستثماري ( 2071101 
001 71101718 5561)» في علم 
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التمويل(©777:07:0)» يتم التعبير عن العلاقة بين 
العائد (7611:770) على الأصل الاستثماري 
والمخاطر(/775)» المتضمنة في ذلك الأصل» على 
شكل دالة خطية من الشكل التالي: 


(,؟1- (,5)18) ,8 جره - )سا 


حيث ترمز ((:1/)18) للعائد المتوقع على الأصل 
الرأسمالي» و(م72) لسعر الفائدة الخالي من المخاطر. 
وعادة ما يتم استخدام سعر الفائدة على السندات التي 
تصدرها الحكومات. وفي هذا النموذج تكون 





أي حاصل قسمة التبيان المشترك ل (:88) و 
(,,,'1)على تباين (,,؟4)» وترمز ((,,2/)1) للعائد 
المتوقع للسوق”. 


“- نفترض أن الطالب - الباحث قد تعرض لمثل هذه المفاهيم في مساقات أخرى. 
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. (1.11/المعلمةء (الوسيطء 
المعامل/ (إاع1ع6312111): 


هيحلقة الوصلء أو المُعامل (/:006//7167)الذي يربط 
المتغير مع الدالة» ويُحدد ويضبط مسار واتجاه الدالة: 
صعوداً أو هبوطأاًء بالتعاون مع المتغير المستقل. 
وتعتمد قيمتها على تفاعل المتغير المستقل مع المتغير 
التابع. ومثال عليها المعلمتان (©) و (7172) في دالة 
الاستهلاك: 


1م71 + ندر 


و (©) و(65) في دالة الإنتاج: 


“ع ثرلم دي 
و(4) و (6) و (/) في دالة الطلب: 


1[ ا جمطه- ل دب[ 


78 


عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (1) المفاهيم الأساسية 


١‏ 5 40 5 و 
تُكتب الدالة بصيعه رياضية محددة» تمكننا من إجراء 


العمليات الرياضية المختلفة عليها. فلو رمزنا لمتغير 
ما ب ()»فتكون الصيغة الرياضية المتعارف عليها 


للدالة التي تعتمد على المتغير (8) بالشكل: 
(©) - 00 / 


وثقرأ: الدالة ( عد كم كر ). أي أن قيمة الدالة /ر 
(«7)تعتمد على قيمة المتغير (2) بحيث تكون صفة 
الاعتماد ما هو مكتوب داخل القوسء» حيث تمثل (.) 
كميات معينة. والأمثلة التالية على المتباينة والدالة 


توضح هذه المفاهيم. 
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/. مثال (1.25إقيمة ومجال ومدى الدالة: 


دعنا نفترض أن العلاقة بين المتغير التابع (7) 
والمتغير المستقل () مُعطاة بالصورة: 

ا 500 

أي أن () كمية تعتمد على كل القيم( )” >التي 
يُمكن أن يأخذها المتغيرالمستقل(). وهذا يعني بأن 
الكمية () تساوي (2) مضافاً إليها(3) أضعاف 
الكمية (7). فإذا كانت (2-1) فإن قيمة الدالة تكون ( 
5- 2+300-مم -م). ولو كانت(1 - > 2) فإن قيمة الدالة 
تكون 

( دوه ور -ى)ء وفي حالة )0 60 ( فإن قيمة 
الدالة تكون (0-2,/ -:). 


7 - يقصد بالرمز ( ): لكل القيم التي يأخذها المتغير ( 3)» أي مجال الدالة. 
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يتضح من هذا المثال البسيط أن مجال الدالة هو كل 


الأعداد الحقيقية؛.--س» وأن مداها يقع في نفس 


لمعك 


.!١‏ مثال (1.26/قيمة ومجال ومدى الدالة التربيعية: 


لنفترض أن العلاقة بين(7) و (مُعطاة بصورة الدالة 


وول "تكو رع 


أي أن الكمية (() تساوي مربع الكمية (2)؛ ( 1 ) 
(*). ومن العلاقة نحسب كل قيمة للدالة ()/ر مقابل 
كل قيمة يأخذها المتغير المستقل (*). فلو كانت (0 
- 2) فإن قيمة الدالة 


عبان اق فق ات مبادىء الاقتصاد الرياضي (1) المفاهيم الأساسية 


0- *(0)/ بر 


ولو كانت (10- - 7) فإن قيمة الدالة 

0- *(10-)ي/ر در 

يتضح من ذلك أن مجال الدالة هو مجموعة الأعداد 
الحقيقية» سالبة وموجبة» في حين أن مداها يقتصر 
على الأعداد الحقيقية الموجبة فقط؛ إضافة إلى 
الصفر. 


0. مثال (1.27) قيمة ومجال ومدى دالة الاستهلاك: 


لنفترض أن دالة الاستهلاك (0))؛ تساوي (100) 
مضافاً إليها قيمة الجذر التربيعي للدخل (1).في هذه 
الحالة تكون العلاقة الرياضية بين الاستهلاك (0) 
والدخل (7) بالصورة: 


0<م5 ,رول +100- (ر), -ه6 
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فإذا كان الدخل (100 - () فإن قيمة الدالة 


0- ,1/100 +100- (000/ - هم 


ولو كان (350 - 7) فإن قيمة الدالة 


1 - 1/350 +100 - (350 7 د 0 


وبناءاً على ذلك يقعمجال الدالة في مجموعة الأعداد 
الحقيقية الموجبة» إضافة إلى الصفرء ويقعمداها في 
مجموعة الأعداد الحقيقية الموجبة فقط» وبحدٍ أدنى 
مقداره(100 - ©).وفي هذا المثال تبلغ قيمة الميل 
الحدي للاستهلاك (1) صحيح, لكنه مضروب 
بالجذر التربيعي للدخل. 
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سؤال: هل يمكن تفسير النمط الاستهلاكي في الدالة 
أعلاه عندما يكون الدخل (100),أي الدخل أقل من 
الاستهلاك ! 

م. مثال (1.28]دالة الاستهلاك: 


لنفترض بأن دالة الاستهلاك معطاة بالصورة 


2 
لكاوك را 0018 62 


تكون قيمة الاستهلاك عند (100 - () 


(2000 +15 - (100)/ 0 
2 بح 


وعند (300 - () تكون قيمتها 
(600 +15- (300)/ د 
5 - 


54 


عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (1) المفاهيم الأساسية 


وفي هذا المثال تبلغ قيمة الميل الحدي للاستهلاك 
(0.67) تقريباً. 


©. مثال (1.29)/قيمة ومجال ومدى دالة الطلب على 


لحوم الضان: 
لنفترض بأن الطلب (م0)على لحوم الضأن معطاة 
بالدالة 
م100-2- ,0 


حيث ترمز (2) للسعر.وفي هذه الدالة لايمكن أن 
يكون السعر سالباء وبالتالي فإن مجالها يقع في 
مجموعة الأعداد الحقيقية نه في نفس 
المجموعة؛ لأنه من غير المعقول أن ن” نتخيل ( - / 
0/. وبناءاً على ذلك تكون الكميات 557 
السلعة مقابل الأسعار (22 ,15 ,10 -) كما يلي: 
0 - (210) -100 ع (10) ,0 

0,)15( - 100- )215( - 0 

0,7)22( - 100- )2>22( - 6 
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والصيغة ((10) م0)» مثلاء لا تعني أن الكمية 
مضروبة بالسعرء لكنه العرف المُتبع في كتابة صيغة 
الدالة» فقط. وتقرأ الكمية (80 - (10) م0)» على 
سبيل المثال» كما يلي: الكمية المطلوبة من لحم 
الضأن عند السعر (10 -2) هي (80). وهكذا 


8. مثال (1.30) قيمة ومجال ومدسدالة 
الأرباح( 1) 112171011 ”1 01/11 01)ء 


لنفترض بأن دالة الأرباح: 

0.350-0+ 0.0207 - (0) / - عر 

تخبرنا هذه الدالة بأن الأرباح تعتمد على كمية الإنتاج 
(0)» ويقع مجال هذه الدالة في الأعداد الحقيقية 
الموجبة» إضافة إلى الصفر. أما مداها فيقع في 
مجموعة الأعداد الحقيقية» السالبة والموجبة» لكن الحد 
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الأقصى السالب للمدى هو (50-). أي أن الأرباح 
عند (0 - ©) تكون: 

0 -50- (0.35)0 + 0.02)0(7 - (0) ر عر 

وذلك لأن الكمية المنتجة تكون صفراً أو أعلى من 
الصفر. 


؟©. مثال 1310 )الدالة متعددة المتغيرات: 


لنفترض بأن العلاقة بين المتغير التابع (2) والمتغيرين 
المستقلين (7) و (2) 
معطاة بصورة الدالة 


4+ :3 ح (ج ,2) /ر عبر 


يتم تحديد قيمة المتغير التاابع () في الدالة أعلاه 
من خلال القيم التي يأخذها المتغيران 
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)0 و(2). فإذدا كانت )2 ح- 6 و 5 - 2 فإن 


4+ (3)2()5 - (2,5) ر در 
4 - 


واذا كانت (7 - ج) و (0 -) فإن 


4 + (3)0(07 - (0,7) تر بر 
4 - 


واذا كانت (4 - ج) و (1- -*) فإن 


4+ (4)! )3 - 1,4 ر دنر 


7. (1.12) التمثيل البياني للامتساوية والدالة: 
في الأمثلة الخمسة الأخيرةاعتمد تغير قيمة الدالة 
(المدى) على مُتغيرٍ مستقلٍ واحد (المجال)» ونسمي 
الدالة في هذه الحالةالدالة ذات المتغير 
الواحد ( 17071051 ©011 07 1/117011017/). أما في 
المثال (1.31) فقد اعتمد تغير الدالة على أكثر من 
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متغير» ونسميها في هذه الحالةالدالة لأكثر من 
متغير» (1/111211011[ ©77111111101101)» حيث كانت 
(«) دالة في متغيرين ( 0م١1‏ [0 1/111211011/ 
25 و والدالة («) هي الكمية التي تَتَحَدَد 

(0 06167771176 76 10). وتسمى الكمية()المتغير 
التابع ( 17011021 0677611061711 176)» وهي الظاهرة 
المُراد دراستها. أما (2) و (*) فإنهما المتغيران اللذان 
لحيدان قيمة الذالة» ونسميهما المشقيرية 

المستقلين (5 1701:1021 1110©[76110111). 


نستطيع تمثيل المتباينة أو الدالة على شكل صورة أو 
رسم بياني (:/47077)» يُساعدنا في توضيح الفكرة.وتتم 
عملية الرسم باستخدام ما يسمى مستوى (سطح) 
ديكارت ( 710116 0111251017)). 

شكل (1.25): المستوى الديكارتي من بعدين 
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الربع الثالث 


يمثل هذا المستوىء من الناحية النظرية» خط الأعداد 





محورين:أفقي و عمودي ٠‏ ليصنعا معأ أربعة 

أرباع (01/40707115) كما في الشكل (1.25). وتسمى 
نقطة التقاطع بين المحورينالأصل (071817)» وتمثل 
الكمية صفر للمتغيرين. ومن طرف نقطة الأصل إلى 
اليمين تكون قيمة المتغير الأفقي موجبة» وعكسها 
سالب. ومن طرف نقطة الأصل إلى الأعلى تكون 
قيمة المتغير العمودي موجبة؛ وعكسها سالب. 
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في الجزء العلوي من الشكل (1.26)ءتم تحديد نقطة 
واحدة على المستوى الديكارتي» تتكون من زوج مرتب 
ذيإحداثيين : أفقي (0701711016)؛وهو محور المتغير 
(3)» وعمودي (02501550)» وهو محور المتغير 
()»وهذه النقطة هي الزوج المرتب (2 ,3-). أما في 
الجزء السفلي من الشكل فقد تم تحديد زوجين مرتبين 
هما (7,4) و (3,1-)» وتم ايصالهما بخط مستقيم. 


شكل (1.26) علوي:الزوج المرتب على المستوى 


5 و 
الديكارتي من بعدين 
إحداثية 50) إحدائية (7) 
(2 .7 -) في الربع الثاني 263.2 
43 2 


0 


ثلاث وحدات أفقيا 


في الربع الثاني 
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(24) 


274 


ددا 
ىم 






12 3 4 6 7 





لا. (1.13) المسافة بين نقطتين: 
يمكننا إجراء بعض العمليات الرياضية على البُعد بين 
النقاط على المستوى الديكارتي. فعند النظر إلى 
الشكل (1.27) نجد أن هناك ثلاثة أزواج مرتبة هي: 
)7 , 6 و )2 : 1 و )2 1 2 ومسافة معينة 
بين كل زوج مرتب والزوج الذي يقابله» كما في الشكل 
المشار إليه. 
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شكل (1.27): البُعد بين النقاط على المستوى 
الديكارتي 








ل 
4 ب 
ج8091 7197 8817 39 1 


00/10 


كد 
وحسب قاعدة فيثاغوروس فإن (*.د- + *سيم- ). 


أي أن 


| 2 


2 
الو واا+ وعدا يف 





وهذه المعادلة معروفة بأسم صيغة المسافة بين 
نقطتين (:017111/10/ 015107706)» وهي نفس المسافة 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (1) المفاهيم الأساسية 
(02-4172+82) المبينة في الشكل أعلاه. ويمكنناء 
استناداً إلى هذه الصيغة» إجراء العمليات الحسابية 
الضرورية حسب الحاجة. ولابد من التأكيد على أن 
الزاوية التي صنعها التقاء الخطين المتقطعين (4) و 
(8) هي زاوية قائمة. وبناءً على هذا القياس تم 
تطبيق قاعدة فيثاغورس. 


. مثال (1.32/المسافة بين نقطتين على المستوى 
الديكارتي, 


لنفترض أن لدينا الأزواج المرتبة الثلاثة التالية: 


)2, 1(, )5, 7(, )4, 0(. 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (1) المفاهيم الأساسية 


يمكننا تمثيل مواقعها على المستوى الديكارتي كما في 
الفكل (1:28):م ارام الحسانات بحيب قاعدة 
شكل (1.28):المسافة بين نقطتين 





وحيث أن الزاوية الواقعة على الإحدائية (1 ,2) قائمة. 
أطوال أضلاع المثلث كما يلي: 
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5ل - 36 + ول - 1(2 - 7) + 2(2 - )لي 

ةن ح 1 + 4ل -ح 1(2 - 0) + 2(2 - وال 
ل - 49 + آل ح 0(2 - 7) + 42 - وال - 





4 
28 
2 


من هذه الحسابات البسيطة تكون مساحة المثلث 
المكون من الإحدائيات الثلاث: 


(نصف القاعدة» الإرتفاع 5 5- قل »قل»! ) 


مثال (1.33) المسافة بين نقطتين على المستوى 
الديكارتي: 

لنفترض وجود النقطتين ((3,4) - 4) و ( -3/ 
1ن على امسن بالشكارى نكن ابد نيما 
كما يلي: 


3 - 80ل - 64 + 16ل - 12-4(2) + 3(2- 7)/. - ل 


أنظر الشكل (1.29). 
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شكل (1.29): المسافة بين نقطتين 







المسافة - 
(8.9443) 


(1) المفاهيم الأساسية 


للا . مثال (1.34) رسم المعادلة (7- ١‏ +م]والمتباينة( 


4 > + > 1م” 


إن المعادلة هي الوتر (الخط المستقيم) (7-«.+.)» 
والمتباينة (1>:>4) هي المنطقة المظللة بين ( -1 
1) و (4 -+)ءأي يكون الخط المستقيم الذي يصنع 
وتراً مع المحورين» كما في الشكل (1.30)» ممثلاً 
للمتساوية (المعادلة) (7-<+:)» أما المتباينة فهي 
ممثلة في المنطقة المظللة بين (1 - 8) و (6-4). 
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شكل (1.30): المتباينة والمعادلة 
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). مثال (1.36) رسم المتباينة: 
المتبابنة (تحمر). 


دح 5 < اث 
تكون الصورة البيانية للمتباينة كما في الشكل 
(1.31)ءويُمثل المنحنى الأحمر السميك حدودها. 


شكل (1.31) :المتباينة (د - 5 < ,) 








لا. مثال (1.37) رسم المتباينة: 
المتبابنة (0-دمد-ر). 


7 < 3-0 


شكل (32. 1/ :المتباينة(0:-.:<.) 
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ويمثل المنحنى الأحمر السميك حدود المتباينة في 
الشكل (1.32). 
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مثال (1.38) المتباينة التربيعية: 

0 > 10+ع7- تعر 

يمكننا تحليل هذه المتباينة إلى عواملها الأولية كما 
يلي : 

20-50 -ه) 


وبالتالي تكون 


2 >« حت 0 >2- 
5 >2 > 0 > 12-5 


كما في الشكل (1.33). 
شكل (1.33): جذور المتباينة 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (1) المفاهيم الأساسية 
2. مثال (1.39) رسم المتباينة: 

لدينا المتباينة (2<+). إن صورتها كما في الشكل 

(1.34) أدناه. 

شكل (1.34) :المتباينة (:<.)» وفيها القيمة (2) 








وده 
حت 2< 
نه 








وتشمل كل القيم (:<.). وتمثل الأسهمالملونة مسار 
المتباينة (2<:). 


0. مثال 0( رسم الدالة الخطية 5 0 درم 


دعنا نختار قيماً للمتغير (2)» وندخلها تعويضاً عنه 
في الدالة نفسهاء كما في جدول (1.1). 
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جدول (1.1) 


9 1 0 1- 1 
68 5 2 - م03 




















في هذه الحالة نقوم بتدريج المحور الأفقي بوحدات 
المتغير المستقل (*)» والمحور العمودي بوحدات 
المتغير التابع ((3)/رح «)م,-.» ونقوم بإعطاء (3) 
(المجال) القيم التي قد يأخذهاء أو يتم تحديدها ضمن 
فترة(3716701) معينة» ثم نحسب قيمة الدالة (المدى) 
مقابل كل قيمة من القيم التي نعطيها للمتغير (2)» أي 
نحدد النقطة على المحور الأفقي للمتغير المستقل ثم 
النقطة المقابلة لها على المحور العمودي للمتغير 
التابع. 
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شكل (1.35): الدالة الخطية(,:.:-,) 





إن تكرار هذه العملية لعدة مرات يُنتجُ عدداً من النقاط 
على المستوى الديكارتي من بعدين» تتكون كل نقطة 
منها من زوج مرتب (7017 0106720)» (1( , 3:1)» 
وعند وصل نقطتين من هذه النقاط بخط مستقيم 
نحصل على صورة بيانية للدالة كما في شكل 
(0)1.35. 


عند النظر في الشكل أعلاه نلاحظ أن نقطة التقاء 
الخط المستقيم» الممثل للمعادلة» مع المحور العمودي 


6 يكفي تحديد إحدائيات نقطتين» فقط لرسم الخط الم تقيم. 
10 
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للم عند الزوج المرنب (0,2) 2 أما نقطة التقاء الخط مع 
المحور الأفقي فهي الزوج المرتب 260-. 


8 مثل (1.40) رسم الدالة التربيعية: 
دعنا نختار القيم التالية ل:,» ثم ندخلها تعويضاً في 


الدالة رمدم ردو) كما في الجدول: (12): 
جدول (1.2) 


دن 
١‏ 
25 
١‏ 
> 
سم 
25 
رن 


4 4- ند 
16 |9 |4 |1 0 1 4 9 7160 





























عند تحديد النقاط على المستوى الديكارتي (المحورين 
الأفقي والعمودي) ثم ايصالها مع بعض نحصل على 
منحنى يسمى القطع المكافئ (70705012)» 
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الموضح في الشكل (1.36). حيث نلاحظ أن مجال 
الدالة هو الأعداد الحقيقية جميعهاء لكن مداهاء أي 
ف قيمتهاء تبقى موجبة. (). 

شكل (1.36):الدالة التربيعية,, ”اوحار رجو 

5 1 






بناء على ما تقدم من أمثلة» يمكننا تمثيل مجال ومدى 
الدالة كما في الشكل(/1.3) أدناه. 
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00 شكل (1.37 1 مجال ومدى الدالة 





فالمجال هو مجموعة القيم التي يحتلها المتغير (2). 
أما المدى فهو مجموعة القيم التي تحتلها الدالة (3)/. 
مما يعني أن مُدخلات الدالة هي مجالهاء و مخرجاتها 
هي مداها. 


7- الدالة تشبه الآلة المتنخصصة بعمل ماء ولايدخل في هذه الآلة إلا أشياء معينة ومن نوع مُحدد. وعلى سبيل المثل لايدخل في دالة الجذر 
التربيعي كل القيم السالبة» ولايخرج من الدالة المُربعة إلى قيماً موجبة» وهكذا. 
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20 مثال (1.41) الصورة البيانية لدالة الأرباح: 

لنفترض بأن دالة الأرباح: 

0.350-5+ “0020 - (0)/ دج 

عند التعويض عن () ببعض القيم من مجال الدالة؛ 

وهو مجموع الأعداد الحقيقية الموجية» إضافة إلى 

الصفرء أي أن ()ء نحصل على القيم المقابلة في 

مدى الدالة» كما في الجدول (1.3): 


جدول (1.3) 
0 |10 |2 |3 4 إذ |6 7 5 0 


جم اك 


ا ل 00 


م 
55 
رن 
ك١‏ 
259 
ا 
ل 
سم 
0 
ل 
م 
259 
0 
ل. 
ل. 
ىا 
ىا 
22 
رن 
لك 
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عبدالرزاق بني هاني 


مبادىء الاقتصاد الرياضي 


(1) المفاهيم الأساسية 


وتكون الصورة البيانية للدالة كما في الشكل (1.38). 


شكل (1.38): دالة الأرباح 





اع .مثال (1.42) رسم الدالة: 


0 < »ارول - وار د بر 





ندخلها في الدالة أعلاه. كما في الجدول (1.4) 
جدول (1.4) 


7 
2.6 





6 
2.4 





5 
لوي 
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00 





ار 




















نقيت خاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (1) المفاهيم الأساسية 























4 ا4 |3 |0 |3 |1 0 0 ( 





نلاحظء في هذه الحالة» أن مجال الدالة يُحافظ على 
قيمة أكبر من أو مساوية للصفرء وبالتالي» فإن 
مجالها هو الأعداد الحقيقية الموجبة» كما في شكل 
(1.39). 


شكل (1.39): دالة الجذر التربيعي (0 عع صم در) 


مد | : 


25 





2 - 
15 

ل 1 
7 0.5 


+ ]. مثال (1.43) رسم الدالة 
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غبكاان ةق فق ات مبادىء الاقتصاد الرياضي (1) المفاهيم الأساسية 


لنفترض وجود الدالة (.-+-مم-,). وحيث أن إشارة 
9 سالبة» فإن منحنى الدالة يكوة مشابهاً 
لمنحنى(27)» لكنه يكون مقلوباء مع إحداثيات تقاطع 
أفقية ر0 + » و عمودية (0,4) كما في الشكل 
(1.40). 
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شكل (1.40):الدالة التربيعية ( هد ور در) 





لا نحصلء في حال الدالة متعددة المتغيرات» على 
صورة بيانية من بعدين كما في الأمثلة السابقة» بل 
نحصل على سطح (51//206): تكون أبعاده مساوية 
لعدد المتغيرات جميعها (المستقل والتابع). ومثال على 
ذلك أن صورة الدالة (د+حده-د.م-,) تمثل سطحاً ذا 
ثلاثة أبعادء وإذا زادت المتغيرات عن ثلاثة فإننا لا 
نستطيع تخيلها بالرسم البياني. 


113 


عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (1) المفاهيم الأساسية 


يمكننا تمثيل احداثيات ديكارت في ثلاثة أبعاد ( 3 
46 2071651011 15101101 وذلك 
ببناء بُعدٍ ثالث يكون عموديا على المحورين (*) و 
(:)؛ كما في الشكلين(1.41) و(1.42). وفي هذه 
الكاذة :يدن صيفةة لفحل بور لق 0 | نف الذكرية 
لتشمل البعد الثالث (7)» كما يلي: 


١1 00 2‏ وا) + 0 ودالء - 0 


وعلى سبيل المثال يكون البعد بين النقطتين (27) و 
(و) في الشكل أدناه معطى بالقطعة (ع2)ء 
أما البعد بين النقطتين (0) و (,2) فهو معطى 
بالقظعة اراي | بورق حاف يق هم النسافة «الطاريقة 
لت تطلبدا هاتف لقاع (102) و31 خم 
كانم لبعد الذالث 2 ) بعلن الصديدة: 
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شكل (1.41): مستوى ديكات من ثلاثة أبعاد 
7 
لضا 
# 
24و 
لكا [7162, 






2 01١0 
م‎ 
1 


وعلى سبيل المثال لو كانت لدينا النقطتان (6) ( ,1 
1 ,2) و (5) (1 ,1 ,2)كما في الشكل (1.42)» فإن 
البعد بينهما يكون 


دك ارت خلس رودن« “ردم ايك تزمحيع)» روك ررس "ود والدك 4ه 


شكل (1.42): البعد بين ثلاث نقاط على مستوى 
ديكارت من ثلاثة أبعاد 
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(1014) دالة القيمة المُطلقة( 11:6ه/1 455011:16/ 
2112101701 

نواجه في بعض الحالات مسائل معينة» نضطر فيها 
إلى التعامل مع القيمة المطلقة» مثل كلفة الفرصة 
البديلة أو مرونات الطلب السعرية» وما شابه. والقيمة 
المطلقة لاتحمل إلا إشارة موجبة» حتى وان كانت 
القيمة الأصلية سالبة. وعلى سبيل المثال دعنا 
نفترض وجود الدالة 

3+ع| - و)/ 

تخبرنا هذه الدالة بأن القيمة الناتجة عن حاصل 
الجمع للمتغير (7) مع العدد (3) يكون ذائما مونحب 
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الفيمة. ولبيان ذلك دعنا نوضح ذلك من خلال 
الأرقام» كما في الجدول (1.5). 

جدول (1.5) 








1 الخنه| - وم 
3- 2-|2-|-3+1-ا| 
2- 505 
1- 1+1-10-0-ام 
0 1- |[ - نجه 

1 2-2 - لاجلا 
2 3-3 إن+ه 





سباع ب شي الى الما عي د 
الإشارة الدالة عليه» وهي .)١١(‏ ويمكننا الحصول على 
صورة بيانية للدالة كما في الشكل (1.43). 
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[1+ع| - ور د بر 
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6 (1.15/اختبار وجود الدالة: 

هناك عدة اختبارات لتحديد وجود الدالة من عدمه. 

وأبسط هذه الاختبارات ما يُسمىاختبار الخط 

العمودي (1©51 ©1111 1<6711201). وقد يُجرى هذا 

الاختبار بالنظر فقط. فإذا قمنا بمد خط عمودي في 

أجزاء مختلفة على منحنى العلاقة الرياضية» وقطع 

هذا الخط ذلك المنحنى في أكثر من نقطة» فإن 

العلاقةغير دالية (7107:/1/1112110110:1). وفي الشكل 

(1.44)» أدناه» يقطع الخط العمودي المتقطع منحنى 

العلاقة الرياضية في ثلاث نقاط هي (400 ,8 ,4) 

على التوالي» مما يعني أن العلاقة غير دالية (غير 

اقترانية)» بين المتغيرين. 

شكل (1.44) 

العلاقة غير الاقترانية بين المتغيرين (2) و (7). 
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/لا. ‏ (1.15) أشكال الدؤال(الاقتراناتإوأنواعهاء 
تأتي الاقترانات على أشكال وأنواع متعددة» ومختلفة. 
لكن وجه الشبه بينها هو أن أي منها يعبز عن سلوك 
معين للظاهرة التي يمثلهاء ويعتمد على متغيرٍ أو 
مجموعة من المتغيرات. وفي الدوال التالية ترمز () 
أو () أو (2) للمتغير المستقل» وترمز (©) أو (5) 
أ (©) للثوابت: 
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|| الدوال الثابتة 1011110115 017518111ع): يكون 
طرفا الدالة ثابتين» كما في الشكل (1.45). ومثال 
عليهاء 

-(2) ل 

شكل (1.45): الدالة الثابتة 






الدالة ثابتة بصرف النظر عن قيمة () 


1.الدوال الخطية 1017011015 117©231/:.تكون الدالة 
إما متصاعدةأو متناقصة. كما في الشكل (1.46). ومثال 
عليها 


عم + نه ع (د) ل 

شكل (1.46) 
0 < ,0 8 
د 






0 < عد 0 > 085 >عد 0 مخ 
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2 الدوال الجبرية (11111015/ 0196717010): تكون 
متعددة الحدود.ء ويكون المتغير المستقل فيها مرفوعاً 
لقوة كاملة (67ج6/) أعلى من الواحد الصحيح. ومثال 
عليها: 


3. الدوال التربيعية (51122110105/[ 011 011007): كما في 
الشكل (1.47).: ومثال عليها 


© يرط + ييه - (2) كر 
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شكل (1.47): الدالة التربيعية 
3 


60 








40 


20 2 


10 5 4 0 
1 +ع + 2ح - عر || 


-40 






-0 
-0 





-60 


يمكننا الحصول على أشكال مختلفة بتغيير قيم 
المعلمات (©, 5 ,4)»: أو تغيير إشارة المتغير (*). 
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أشكال الدوال 





لل. الدوال التكعيبية | 111:1101:5 1:710:1): كما في 
الشكل (1.48)» ومثال عليها 


ل دين + تيرط + أيين د ون) ر 


شكل (1.48): الدالة التكعيبية 
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2+0 + 2ر2 + قر - ورار 






يمكننا الحصول على أشكال مختلفة بتغيير قيمة 
المعلمات (©, 5 ,64)» أو تغيير إشارة المتغير (8). 
الدوال الكسرية (11112110115] 701101101) :كما في 
الشكل (1.49)»: وهي ناتجة من قسمة دالة على دالة 
أخرى. ومثال عليها 


لتاق 
7م 
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شكل (1.49): الدالة الكسرية 








1. الدوال المتعالية ( 2112211015[ 17:0115©12061110:11): 
تُسمى الدالة التي لايمكن التعبير عنها بصيغة جبرية دالة 
متعالية. ومثال عليها: 
الدوال الأسية (1111011// 02701:671110:1©) :كما في 
الشكل (1.50). وهي الدوال التي يكون فيها الثابتُ 
مرفوعاً إلى قوة متغيرة. ومثال عليها: 
"له - (ت) ر 
)ع 


حيث (4,5) ثابتان» و((,3) متغيران.ويُغطي الفصل 
الثالث مثل هذه الدوال. 


127 


عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (1) المفاهيم الأساسية 


1258 


عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (1) المفاهيم الأساسية 


شكل (1.50): الدالة الأسية 


35 - 





الدوال اللوغاريثمية (اللوغ) ( 1092711711 

7 كما في الشكل (1.51). وهي الدوال 
التي يكون فيها أحد المتغيرات» الواقع في الطرف 
الأيمن أو الأيسر أو كليهما من الدالة» معطى بصيغة 


اللوغ. ومثال عليها: 
- (30) ار 


شكل (1.51): دالة اللوغ 
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د 0.4 
- 03 
--02 
- 0.1 
0 

90 0.1- 
02 
7 0.3- 
- 4م 
- كن 
- 0.6- 


وتغطي القضل الخالة مكل :هذه الدوال: 

الدوال المثلثية (الجيبية) ( "01 111901101116171 
15 نما في الشكل (1.52). 
وهي الدوال التي يكون فيها المتغير» في الطرف 
الأيفن أو الأيسو . أو كليهماء يصيعة دالة حيبية. 
ومثال عليها: 

)وم ص جه - (د) ري 

شكل (1.52): الدالة الجيبية 


)دم +3 - 00 / - 45 
ِ 
- 3.5 
25-7 
ل 2 
ود)مة + 3- ود)ع ص 
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ولخطى القصيل: الكالت مل هده الدوال. 

>اكا. ' (1.17) معدل التغب ر 0ع :01:[') 0 00016 
يُعرّف معدل التغير بأنه سرعة تغير كمية ما خلال 
الزمن. وعادة ما يقاس كمقدار الزيادة (النقصان) في 
متغير ما نسبة إلى مقدار الزيادة (النقصان) التي تطرأ 
على مقفير آخر» ذئ هلقة 
اقتركىء قلا وأ النيانات الخالدة :مال ادفلا 
الإنتاج ((18) 3771:1) ومخرجات الإنتاج ( 01/172111 
0)): 
م] 0 1 4 9 15 
مم ان 10 29 65 1]30] 


يتم حساب معدل التغير في مخرجات الإنتاج نسبة 
إلى التغير في مخرجات الإنتاج كما في الجدول» 
أدناه. ويوضح الشكل (1.53) الصورة البياينة لمعدل 
التغير. 
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التغير التغير معدل 
المُدخلات | المخرجات في 0 التغير 
(18) (017) 0 (1ف) | [(حث) 














0 0 : ٍ ش 

1 0 1 10 10.0000 
4 29 3 19 6.3333 
9 65 5 36 7.2000 
15 150 6 ك8 14.1667 
شكل (1.53) 


تغير المخرجات نسبة إلى تغير المدخلات 





5107© 0710 ميل الدالة ونقطة التقاطع(‎ )1١18( 
: 227167 [مرع‎ 
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تتغير قيمة الدالة مع تبدل قيمة المتغير المستقل. 
وترتبط مع تغيرها معلمتان رئيستان» هما ميلها 
ونقطتا تقاطعها مع المحورين: الأفقي والعمودي. 
يُعرّف ميل ((1076)311؟)الدالة(()/)في نقطة ما بأنه 
التغير الحاصل للدالة عند تلك النقطة نسبة إلى التغير 
في المتغير المستقلء أي الزيادة أو النقصان الذي 
يطرأ على الدالة عندما ترتفع أو تنخفض قيمة المتغير 
المستقل ( عادة بمقدار ضئيل جداً). ويتم حساب 
الميل من قسمة التغير العمودي (©7:5) على التغير 
الأفقي (/:7)» أي التغير الحاصل في قيمة الدالة 
مقسماً على التغير الحاصل في قيمة المتغير 
المستقل. ويرمز للميل ب(22) » كما في الشكل 
(1.54). 

ولأن الشكل (1.54) يمثل خطأ مستقيماًء فإن ميل 
هذا الخط المستقيم ثابت عند كل النقاط على طوله. 
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شكل (1.54) :ميل الخط المستقيم 





1].مثال (1.44)/ ميل الدالة الخطية ونقطتا التقاطع: 


2+3 - وار در 
تؤدي زيادة قيمة المتغير المستقل )0 بمقدار عه 
)»إلى زيادة قيمة الدالة )0 بمقدار (بداء وبالتالي فإن 


حرة + 32 + 2 ع ررةى + )3 +2 ح برخ + بر 
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عند طرح (.د.ه-,) من طرفي المعادلة» نحصل على 
ا افيف ع د 

نحصل على (:-*-). وحيث أن معدل التغير ثابت 
فإن ميل الدالة ثابت عند كل النقاط. أي أن شكل 
الدالة البياني في هذه الحال هو خط مستقيم 

متصاعد ( 510771119 1/1711007:0)» بميل مقداره (3)» 
مما يعني أن (7) ترتفع بمقدار (3) وحدات عندما 
تزيد (7) بمقدار (1) وحدة» وتنخفض بنفس المقدار 
إذا انخفضت (©)بمقدار وحدة واحدة. أنظر الشكل 
(1.55) 

شكل (1.55): ميل الدالة 


02 
10 
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أما بالنسبة لنقطتي التقاطع مع المحورين» إن وجدتاء. 
عند نقطة التقاطع مع المحور الأفقي» تكون ( - لل 


مما يعني بأن نقطة التقاطع الأفقية تتكون من الزوج 
المرتب (0 ,2/3-). 
عند نقطة التفاطع العمودية تكون (0<مدم)ء أي أث: 


(2+3)0 دير 
2 -م 


مما يعني بأن نقطة التقاطع العمودية تتكون من الزوج 
المرتب (2 ,0)»كما في الشكل (1.56). 
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شكل (1.56): نقاطع تقاطع الدالة 





2.1 مثال (1.45) ميل الدالة الخطية ونقطتا 
التقاطع: 
لدينا الدالة 


4 - 5- 0 / در 
إن زيادة المتغير (*:) بمقدار (+ه) يؤدي إلى تغير 
الدالة بمقدار (ددصيد)ء أي أن 


وى دعر)4 - 5 د نرق + بر 
ج راك - ع4 - 5 - 


4ك - نجل 
50 
4 


4 ا 
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وبالتالي فإن ميل الدالة سالب» ومقداره (4-)» فإذا 
زادت )0 بمقدار وحدة واحدة تنخفض الدالة بمقدار 
1. النقطة الأفقية: 


5-4:- 0 


5ك حي» 
4 


مما يعني بأن النقطة الأفقية مكونة من الزوج المرتب 
(0 ,1.25). 


2. النقطة العمودية: 
5 -(5-4)0دبر 
مما يعني بأن النقطة العمودية تتكون من الزوج 
المرتب (0 ,5)»كما في الشكل (1.57). 
شكل (1.57): ميل الدالة ونقاط تقاطعها 
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إنالميل هو معدل تغير الكمية(م,)عندما تتغير الكمية 
(2) بمقدار محدد. وفي المثال المُبين» أعلاه؛ تتغير 
(() بأربع وحدات عندما تتغير () بوحدة واحدة. 
ولو تغيرت (<)بمه فإن (7) تتغير ب ««.ه ويكون الميل 
مساوياً (25) وهو معدل التغير كما تم ذكره. وفي 
الشكل (1.57)» يَنتْحُ ميل الخط المستقيم من حاصل 
القسمة در : 
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|١ال. ‏ مثال (1.46) ميل الدالة الثابتة: 
55 


0- هر در 
لايوجد م هذه الدالة ما يجعل قيمتها تتغير » وبالتالى 
يكون التغير فيها متعدها + أي 9 


0- بيخ + بر 


وعند طرح قيمة الدالة الأصلية من الدالة» والزيادة 
عليهاء (مجد)ء نحصل عن 


0 ع نجل 


وكان الحو اس لدان كما يرحس ادن 
(1.58). 


شكل (1.58): ميل الدالة 
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ع هذه الحالة لاتوجد إلا نقطة تقاطع عمودية. وهى 


مكونة من الزوج المرتب (10 ,0)» دائماً. 


في مقابل الحالتين المبينتين في الشكلين (1.56) 
و(1.57) أعلاهء دعنا ننظر إلى ميل منحنى الدالة 


4-7 - )ير دنر 


شكل (1.59) :ميل المنحنى.-+-م, -, 
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وصورتها البيانية في الشكل (1.40)» ونعيد رسمها 
في الشكل (1.59) أعلاه. مع مزيد من التفاصيل من 
أجل مزيدٍ من التوضيح. 

دعنا نتمعنبالربع الأول (4)» ونحسب بالنظر حاصل 
قسمة (مم/,رى ونقارنه بحاصل قسمة (يجه/ييه) في 
الربع الثاني (171). 

وقع التماس بين الخط المستقيم ومنحنى الدالة في 
الربع الثاني (77/)قرب قمة المنحنى» فيكون ميل الخط 
المستقيم» وهو «,نه/ ,ره)» والنقطة المقابلة له على 
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المنحنى» منخفض القيمة (المطلقة). أما نقطة التماس 
بين الخط المستقيم والنقطة المقابلة له في الربع الأول 
(7) فقد وقعت عند نقطة أكثر انحداراً عن الحالة في 
الربع الثاني» ويبدو من النظر أن حاصل القسمة 
(عد/ررى أكثر مما هو عليه في الربع الثاني. مما 
يعني أن ميل المنحنى يختلف بين نقطة وأخرى. 
وكلما كان قريباً من قمة المنحنى» أو من قاعه. 
انخفض هذا الميل. 


0 مثال (1.47/ ميل الدالة التربيعية: 


له له لي ا ل 
الدالةعند النقطة (2-2) » كما بلى : 


“ل جعر) د بولق + رو - جل جدعر) ر 
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“جل ) + جر 2 + “ير - 


بطرح 0-2 من طرفي المعادلة نحصل على ) 
“ضة) + ححس2 - برد ) . بالقسمة عل (حى) نحصل ين 


1 حور 
و45 


وعند النقطة 0-2 تكون قيمة الميل ( 

مهد عه + رم - للك - بر ) . وعندما تؤول الكمية «مد) إلى 
الصفرء فإن الميل يكون 2. مما يعني أن زيادة 
(انخفاض) (2) بمقدار وحدة واحدة تؤدي إلى زيادة 


(انخفاض) (7) بمقدار وحدتين. 
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مط .مثال (1.48/ ميل الدالة التكعيبية: 


لدينا الدالة 


"دعر بحر 
حل + جكرة + 32:2 - “(جة -عر) د دع) - ذزية حر) د (نوخ د بر 


بطرح (5,) من الطرفين» والقسمة على (+ه) نحصل 
على 


و لوي لجر 
حل 
سؤال: ما قيمة الميل إذا أصبحت (0-».)؟ 


يكون ميل الدالة موجباً عند نقطة ما إذا كان ميل 
الخط المستقيم الذي يمس الدالة عند تلك النقطة 
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موجباً. وفي الشكل (160)» أدناهء يكون ميل الدالة ( 
-:3-م) عند الزوج المُرتب (1,2) موجب القيمة» 
وهو مُعطى بدلالة معادلة الخط المستقيم (1+ء-م) 
الذي يمس الدالة عند تلك النقطة. وعندما تكون قيمة 
الميل مساوية للصفر فإن (2)/ لا تتغير عند تلك 
النقطة. وتكون الدالة» إما ثابتة» أو أنها وصلت إلى 
نقطة حرجة. وهذا ما سيتم شرحه في الفصل 
الكامسن: 


شكل (1.60): ميل الدالة موجب عند النقطة (1,2) 





1+-ز 4 
ك2 

9“ 

6 4 2 0 تم 2 4 

4 
7 6- 
عه ير ذ برا مه 
10 

-2 

-14 

-16 


أما شكل (1.61) فيُبين أن ميل الدالة (مد+مم-م 
)سالب القيمة عند الزوج المرتب (1,1)» وهو معطى 
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بدلالة ميل الخط المستقيم الذي يمس الدالة عند تلك 
النقطة. ومعادلته هي :4-3 - مر 
شكل (1.61): ميل الدالة سالب عند النقطة (1,1) 


عدة + 22- - ود)ثر - بر 
بالنسبة ل نقطةالتقاطع (/31167677)فإنها تُعرّف 
بالنقطة التي تلتقي فيها الدالة بالمحور العمودي أو 
الأفقي. وعند التقائها بالمحور الأفقي نقول أن للدلة 
نقطة تقاطع أفقية (1م311167©7 71071207110)» وتكون 
قيمة الدالة صفرآء أي (7-0). وعند التقائها بالمحور 
العمودي نقول أن للدالة نقطة تقاطع 
عمودية (1771167671 1671101)» وتكون قيمة المتغير 
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المستقل (2-0). وحتى تكون العلاقة بين المتغيرين 
التابع والمستقل علاقة دالية(12110:01///)» فإن 
الالتقاء بين الدالة والمحور العمودي ينبغي أن لا 
يحدث إلا في نقطة واحدة فقط. وفي حال الالتقاء في 
نقطتين أو أكثر فإن العلاقة بين المتغيرين ليست 
دالية. 


مثال (1.49) ميل الدالة: 
الدالة 


5 +2 + 222 - و - (2) ىر 
5+ (عتة جدعر) + “جد +دع)2 - (7[ى در) 
على + 213:7 + حشر4 - نرق 


البو اموي ادر 
و4 


سؤال: ما قيمة الميل إذا أصبحت (0-».)؟ 


مثال (1.50) نقطة التقاطع لدالتي الاستهلاك 
والإدخار: 
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من الأمثلةعلى ميل المنحنى ونقطة التقاطع؛ 
المعروفة في الاقتصاد الكلي. ميل ونقطة التقاطع 
لدالتي الاستهلاك والإدخارء حيث يمثل ميل منحنى 
الإستهلاك ما يُسمى الميل الحدي 

للاستهلاك ( 10 61151177 71:07[ 11101911101 
(0011511111©03117)» وهو معدل تغير قيمة 
الاستهلاك نسبة إلى تغير الدخل. أما ما يُسمى الميل 
الحدي للإدخار ©5011 10 7100261151177[ [/111011911101 
((805))» فهو معدل تغير قيمة الإدخار نسبةإلى 
تغير الدخلء كما في الشكل (1.62). 

شكل (1.62): دالة الاستهلاك البسيطة «..؛.ء-ء 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (1) المفاهيم الأساسية 





تكتب دالة الاستهلاك البسيطة بالصيغة التالية» ومنها 
يتم اشتقاق دالة الإدخار المُبينة أدناه: 


للعم7 دن درن 
17م دمل ح وى 


أما نقطة تقاطع دالة الاستهلاك مع المحور 
العموديفتمئل ما يسمى الاستهلاك المستقل عن 
الدخل (01/110110111015601151111117211011)» أي قيمة 


الاستهلاك عندما يكون الدخل صفراً. ويوضح الشكل 
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(1.63) العلاقة بين الدخل والإنفاق الاستهلاكي من خلال دالة 
الاستهلاك البسيطة 


بلآعمروم دن - 0 
حيث ترمز (©6) للإنفاق على الاستهلاك» و (7170) 
للميل الحدي للاستهلاك» و (3) للدخل المتاح» 
ويويق: أيكبا الغلاقة وين الدخل وا لاذكاب. ولو افترظينا 
9 صيغة دالة الاستهلاك هي من الشكل البسيط 
التالئ: 


0 -100+.75[ 


شكل (1.63): دالة الاستهلاك رور 0 -ء 
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فإن التوازن بين (6) و (1)يتحقق عند 

«ه- لايك :«» والميل الحدي للاستهلاك هو 
(75.- مم - 46 والاستهلاك المستقل عن الدخل هو 
(100)»: مثلما هو موضح في الشكل (1.63).أما دالة 
الادخار (5)», فيمكن اشتقاقها من الفرق بين (©) و 
()» أي أن 


2517.+100--0)-[7] ح فى 


1312 








غبةالزؤاق بتي هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (1) المفاهيم الأساسية 


ويلاحظ في الشكل (1.63) أن الادخار يأخذ 

قيما سالبة» مقابل مستويات دخل أقل من (400): 
وداكة قي جرسة سق بعوة نك نكل | على م 
(400). ويمكننا في سياق الحديث عن الإدخار أن 
نحسب المستوى المطلوب من الدخل (1)» مقابل 
مستوى محدد من الإستثمار (7). فلو افترضنا أن 
المستوى المطلوب من الإستثمارات هو (50 - 7)» 
فإن مستوى الدخل المطلوب لهذا الحجم من الإستثمار 
مُعطى بتعويض (1]) مكان (5) كما يلي: 


[ - 50 -100+ 2517 


:[251. - 150 
0 - ا 1 
25 


مما يعني أن قيمة الإنتاج (1)المطلوب توفرها هي 
(600) وحدة من أجل استيعاب استثمار (1) بقيمة 
(50) وحدة» وتلبية طلبات المستهلكين. 
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اسئلة الفصل الأول 
حلل المعادلة التالية إلى عواملها الأولية» وأوجد 
جذورها. 


2+102+21-0عر 


انطق الجذر في المعادلة التالية 

_ 3 

2 

أوجد التوازن من المعلومات المبينة في دالة 
الاستهلاك وحجم الاستثمار 


)- 25+ 917 
][- 0 


أوجد ميل الدالة 


1 -عر2 + تير - ود) ر 


أوجد نقطة التقاطع للدالة 

3+0 - (#2) ير ع بر 

أحسب معدل التغير من البيانات التالية: 
ال 3 


14 

















عبدالرزاق بني هاني 





5 
12 


مبادىء الاقتصاد الرياضي 


أوجد حدود المتباينة التالية: 


3< رذ + ل 





10 
1د 





(1) المفاهيم الأساسية 


ابحث عن المقصود ب المتغير المتدخل. و المتغير 


المربك. 


حدد مجال ومدى الدالة 


“د د )مر در 


1535 
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2 .11 

4. المعادلات الآئنية 
01 110115 511111112110115 

8 منظومة المعادلات الانية( 5لا 211©0]|انا١!1أ5‏ 

71 13110159 ع) فشي مجموعه من معادلتين 

او أكثرء وتتشكل كل معادلة من متغيرين أو أكثرء ويتم 

تحديد قيمة كل متغير من خلال تفاعله مع المتغيرات كلها 

داخل المنظومة. 
نحتاج إدالمعادلات الانية في كثير من التطبيقات 
الاقتصادية» وخاصة فى تحديد حالات التوازن بين 
النقود» نقول بأن التوازن يتحقق عندما يتساوى عرض 
النقدمع الطلب عليه» ويكون سعر الفائدة التوازني 
(7016 111167:651 001111771111111 ) احد مخرجات 
التوازن الذي يتحقق في سوق النقود. وكي نتمكن من 
إيجاد الحل الذي يَحقق وجودمنظومة المعادلات 
الآنية» لابد من توفر معلومات كافية فى المنظومة. 
بحيث تفضي إلى وجود حلٍ فريد من نوعه 
(1111101/16). 
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نتعامل في هذا الفصل مع منظومات من معادلتين 
آنيتين فقطء ونترك المنظومات الأعلى إلى الفصل 
العاشر. وقد نواجه في التطبيقات العملي إحدى 
الحالات التاليةء 2 ١‏ 


0. (2,1/ المعادلات التابعة ( 6110111 مع( 
5 ع 
يمكق الكظين الستكسين الذيخ يمتلان المعادائية 
الآنيتين أن يُطبقا (ينطبقا) على بعضهما. وتكون 
المعادلتان في هذه الحالة تابعتين (067767:06711) 


(0. مثال (2.,1/تطابق الخطين المستقيمين الممثلين 
للمعادلتين الأنيتين: 

فريك وهر المسظطوية ا لأنية اناه 

 ...0(‏ 24 -بر12-6 


23 - 42-8 2 


عند تدقيق النظر في المعادلتين نجد أنهما معادلة 
واحدة. فمن المعادلة الأولى 
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4 ح بر6 -12 

بالقسمة على (6) نحصل على (+-,-:2). ومن المعادلة 
الثانية (ه-.._,:)» والقسمة على (2) نحصل على ( 
4--:2). وبالتالي» فإن الخطين المستقيمين ينطبقان 
على بعضهماءكما في الشكل (2.1). 

شكل (2.1): تطابق الخطين المستقيمين 


لك 
1 
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1 (2.2) المعادلات المُتسقة_المستقلة ( 001:51251/0111) 
2022015 

يتقاطعا في نقطة واحدة. وتكون المعادلتان» في هذه 

الحالة»متسقتين (/0011515167) مع بعضهماء 

ومستقلتين (1706771101711) عن بعضهما. 


4. مثال (2,.2) تقاطع الخطين المستقيمين الممئثلين 
لمعادلتين انيتين: 


(1)... 6-0 دنر 


0.... 2-2#دبر 


عند مساواتهما نحصل على 
2-2 - 62-10 - نل 


1 2ع 


بالتعويض عن (2) في المعادلة الأولى أو الثانية 
نحصل على (4 - - 00 » وبالتالي فإن الخطين 
المستقيمين يتقاطعان عند الزوج المرتب (4 - ,1)؛ 
كما في الشكل (2.2) أدناه. 
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شكل (2 0 يه الخطين المستقيمين 
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(2) المعادلات الآنية 





عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (2) المعادلات الآنية 
8. مثال (2,3) تقاطع الخطين المستقيمين الممثلين 
للمعادلتين الانيتين: 


لنفترض وجود المعادلتين الآنيتين التاليتين: 
(0... 4-در6- ع4 


(22)... 6 <-«ر26+3 


شكل (2.3): تقاطع الخطين المستقيمين 






بالتعويض في المعادلة (2) نحصل على 
6-| 2+4 ده 


2-1 
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بالتعويض في (1) أو (2) نحصل على 


إذن الزوج المرتب 3 
(1,1.33) هو حل المنظومة كما في الشكل (2.3): 
وهو المطلوب. 


©. (2,3) المعادلات غير المتسقة - 
المتوازية(2110115ناوع ]داع 51أ170115/: 
بمكن للخطين المستقيمين الذين يمثلان المعادلتين أن 
يتوازياء وتكون المعادلتان في هذه الحالةغير متسفتين 


(116015151611) مع بعضهما بعضاًء لأنهما تُعطيان 
معلومات متضاربة حول طبيعة المسألة تحت الدرس. 


0. مثال (2.4) توازي الخطين المستقيمين: 


وي حر لي لقال 
 ...0(‏ #4 ح رر4 -عر6 


(2)... 4 ح ر«رو62-4 


3/2(2+1) نر 
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شكل (2.4): توازي وى المستقيمين 


ا 







ومن المعادلة الثانية 

3/2(2-1) - مر 

وبالتالي يتوازى الخطان المستقيمان الممثلان 
للمعادلتين» كما في الشكل (2.4) أدناه. 


عا. (2.4/ المعادلات المتعامدة( !انا 01 اع مرعم 
نع 
يتعامد الخطان المستقيمان اللذان يمثلان المعادلتين 
الآنيتين إذا كانت المعادلتان متسقتان ومستقلتان» 
وحاصل ضرب ميل(7) كل منهما مساوياً ل (1-). 
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ا. مثال (2,5) تعامد الخطين المستقيمين: 
لنفقرض وجود المنظومة الآنية التالية: 


7+ -<-ور 


1 
2-3--ح 
0-8 


شكل (2.5): تعامد الخطين المستقيمين 





وحيث إن حاصل ضرب ميلي المعادلتين ( 771712 
1- -)؛ أي (1- -(2*)1/2-)» فإن الخطين 
متعامدان» كما في الشكل (2.5). 

©. مثال (2,6) تعامد الخطين المستقيمين: 
لنفترض المنظومة التالية: 


1-*- بر 
د - 3 تر 
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وحيث أن حاصل ضرب الميلين (1- - - 1117027112)» 
فإن || خطر بن المستقيمين متعامدان كما فيالشكل )6 ا 
شكل (2.6): تعامد يود المستقيمين 





إ]. مثال (2,7) معادلات الطلب والعرض: 


لنفقترض وجود معادلتي الطلب والعرض التاليتين: 
معادلة الطلب:٠‏ 

0 -50 حمر 

معادلة العرض: 

0 +20 دم 


عند نقطة التوازن تكون الكميات المطلوبة مساوية 
للكميات المعروضة:. وبالتالي فإن 
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0 +20 - 80-0 
0 - 05 
0 آم 
نرى في الشكل (2.7) الصورة البيانية لمنحنيي الطلب 
والعرض (65< 1/17 5112277 07110 061110710) 
والكمية والسعر التوازنيين ( :60111511111111 
66 07110 0110711117 ): إضافة إلى نقطة التوازن 
(701711 011117871111117) التي تتساوى عندها الكميات 
المطلوبة والمعروضة؛ وسعر الطلب والعرض. 
شكل (2.7) 

ها 


|. مثال (2,8/ تحليل الطلب والعرض( © 1(617110110 
15 :ترآمم مم 
لنفترض بان الكميات المطلوبة (م0) و المعروضة 
(,0) من القمح معطاة بالمعادلتين التاليتين: 
هة-15- ,0 
2 + 10ح ,0 
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حيث ترمز (2) للسعر. 
شكل (2.8) 





عند التوازن تكون (,0) -0,7))؛ كما في الشكل 
(2.8)» أي ان 
م2 +10 م 3 - 15 
5-5 
21 
1-02 


لنفترض بأن الحكومة حددت أرضية سعر ( 77126 
0/100) مقدار )2 -- /2). في هذه الحالة يبحدث فائض 
(511121115 “07 (7121[لاى وى6ع22ء)» كما في الشكل 
(2.9)» حيث تكون الكميات المطلوبة (9 - مي0) 
والكميات المعروضة (14 - ,0)؛ ويكون الفائض 
(5- 9 -14). 

شكل (2.9): فائض العرض 
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دعنا نفترض بأن الحكومة حددت سقفاً للسعر 

( 06111718 6ع777) مقداره (0.5 -,2). في هذه 
الحالة يحدث عجز ( 017 067110110 55 62:06 

6 كما في الشكل (2.10)» حيث تكون 
الكميات المطلوبة (13.5 - ,0)» والكميات 
المعروضة (9 - ,0)» ويكون العجز ( 9 - 13.5 
5 ). 
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شكل (2.10): فائض الطلب 


العجز 
(9 -13.5 - 4.5) 
. 





ل. مثال (2,9) الطلب والعرض على العمالة: 


لنفترض أن الطلب والعرض لقوى العمل معطى من 
خلال المعادلتين الانيتين 

مدا - 240 ع برا 

س3 + 130 ع با 

حيث ترمز (م.) للطلب على العمالة و (,]) لعرض 
العمالة (الآألف رجل/ يوم على التوالي)» و(ماا) لمعدل 
الاجر الحقيقي. 

عند التوازن تكون (,.7-ن,2)» وبالتالي فإن 


ببرة + 130 ح بر - 240 
10 . 
كت مسبم كك ل 

4 
1 - 5 


215 
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ويبين الشكل (2.11) الصورة البيانية للحالة. 
شكل (2.11) 





تمرين: احسب حجم البطالة إذا كان الحد الأدنى 
ذُّ 0 


ملاحظة: يتطلب العْرفُ في علم الاقتصادء عند الحديث عن الطلب والعرضء أن نضع السعر 
١ 5‏ راان القن ل لحان 2 ا ا ا الا او الم 


6 





مثال (2.10) الإزاحة في منحنى الطلب( م7 //5/11 
©2176 1061110110 ©1116): 
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دعنا نعود إلى منظومة الطلب والعرض التي تعاملنا 
معها في مثال تحليل الطلب والعرضء السابق. وكانت 
من الشكل التالي: 

مج -15- ,0 1 

م2 +10- ,0 


لنفترض الآن بأن متوسط دخل المستهلكين (7) ارتفع 
من (200) دينار إلى (250) دينار. وحيث أن الدخل 
هو أحد مُحددات الطلب ( 0 061617771170715 
0ه فقد أدى إلى زيادة في الطلب على القمح. 
من خلال زيادة الحد الأدنى» من (15) إلى (25). 
مة-25 - ,0 

م2 +10- ,0 

عند التوازن تتساوى الكميات المطلوبة مع الكميات 
المعروضة. أي أن 


م10+2-م25-38 
مك - 15 
3 طن 
6 - *0 


نلاحظ بأن الكميات والأسعار التوازنية زادت. ويمكننا 
التعبير عن ذلك بيانياء كما في الشكل (2.12). 
شكل (2.12): الإزاحة في منحنى الطلب 
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ما حدث بسبب زيادة الطلب (وليس الكمية المطلوبة) 
أن منحنى الطلب قد انتقل إلى اليمين» من الموقع 
(/7) إلى الموقع (722). وقد أدت هذه الإزاحة إلى 
ارتفاع الطلب من (12) إلى (16)» وارتفاع السعر 
من (1) إلى (3). 

كانت الإيرادات الكلية. وهي نفسها قيمة مشتريات 
المستهلكين من القمح» (12 - 12 2 1 - 0 < 2). 
وبعد زيادة الطلب أصبحت ( - 16 < 3 - 0“«ا7 
48). 

يمكننا حساب مرونة الطلب الدخلية ( 77220716 
00 01 اق 11ون[ء): كما يلي: 


1+1 ب ,9- و9 _ 6452 _ 
0+0 [7سب[1 نمو ”7 
50 16-2 


6ح لي - 
8 250-200 
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مما يعني بأن القمح سلعة عادية(000؟ [71017110): 
وأن زيادة الدخل بنسبة (9010)» مثلاً» تؤدي إلى 
زيادة الطلب على القمح بنسبة ( - 1.286 10 
2)76. 

مثال (2.11) الإزاحة في منحنى العرض( 77 5/11/1. 
6ن ا مرولاى 176): 

من المثال (2.8) لنفترض بأن: 


م15-23- ,0 
م10+2- ,0 


ونتيجة لتحسن تقنية الإنتاج» استطاع المنتجون زيادة 
عرس اروف الح ١‏ دود كاري 
مووود بن 


عند التوازن: 
م2 +12-م1]5-3 
5 


52- :0 ج 0.6 - 3 د "صر 


ا ا الكمية ب ارتفعت من 02 الى 
(13.2)» كما في الشكل (2.13). 
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عبذالز اقيض هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (2) المعادلات الآنية 


فكل 3131 اورسفي متحتي العرطن 





»|. مثال (12 ,2) منظومة المعادلات التربيعية (): 
لذينا منظلومة المعادلذات الآنية التربيعية التالفة: 
1+ *ع2-2)ر 

2+3 -(2)ع 
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عبذال اقيض هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (2) المعادلات الآنية 


شكل (2.14) 


22+1- (ج)ر 








ِّ 2 9 2 2- 35 
يعطينا التساوي بين الدالتين: 
0 -2-ج-2ج هج 3 بج - ] + 7ج ج ر(هجاع - (ج) زر 
0 -(2+1)2-2ج) 


020 باك ج02 
أنظر الشكل (2.14). 
مثال (2.13) توازن السوق على سلعة البرتقال: 
لدينا منظومة المعادلة الآنية التالية عن سلعة البرتقال: 


“م +2 - ,0 
فرود قت رن 


حيث ترمز (06) للكمية المعروضة:؛ و(,0) للكمية 
المطلوبة من البرتقال (بالآلف كغم)؛ و (2) للسعر 
(بالدينار/كغم). أنظر الشكل (2.15). 


عند التوازن نحصل على: 
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عب الن راق يض هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (2) المعادلات الآنية 


ج ,0 - ,0 
م5-23- 7م +2 
3-0-مةب+7تص 

 -3 1‏ عمه- “لل +  -6‏ »م 
2 20 
6 - (3)0.7913- 5 - 0.7913(5) +2 - 0*5 .:. 


شكل (2.15) - 
التوانث. 


0.7913 1 


- 23 











مثال (2.14) دالتا الطلب والعرض التربيعيتان: 
لتفترضن :يان الطلب:والعركن لمساحات المخارن التى 
تؤجّر في المنطقة الصناعية من مدينة عمان معطاة 
بالدالتين: 
5 +106- 2ط - ر0 

66+9- 2ط - ,0 


حيث المساحات بآلاف الأمتار المربعة؛ والأسعار 
بالألف دينار للمتر المربع. وعند التوازن تكون . 
الكميات المطلوبة مساوية للكميات المعروضة (أنظر 
الشكل (2.16)): 
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عب الز اقيض هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (2) المعادلات الآنية 


و0 - ,0 

65-9 + ”م - 25 +م10- 2م 
0 -162+16- 
6 05 جد 1د أطصان 


شكل (2.16) 








0 اع 


ل 
' + 


مثال (2.15) دالتاالطلب والعرض الكسريتان: 
200 


004 
2-0 





و0 


0 


عند التوازن يكون (أنظر الشكل (2.17)): 
و0 - ,0 


2 4دم 

0 - (30 + ط)ارك دم) 

ج 400 - 120+ م4 + م36 + “2م 

-280-م34 ثم 
(280-)4) - 34(2)ل. +4ة- _ عمه- :مل م- _ 
2 20 17 

607 _ 2276ل ا 5 


09 - 05 .. 
شكل (2.17) 
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عب الن راق يض هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (2) المعادلات الآنية 








مثال (2.16)فائض المستهلك والمنتج وخسارة الوزن 
الميت ( ,11015م5111 5*” 20011617 يك 1*5ع ناكم 0) 
5و أطعاء ١17‏ 20ع10 300): 

دعنا نفترض وجود منظومة الطلب والعرض التالية: 


م11-2- ,0 
م6 +1- ,0 
حيث ترمز (04) للكمية المطلوبة» و (06) للكمية 
عند التوازن 
0 -ن0 
م6 +1 م2 -]1.:. 
0005 
8 
5 ”25ل 
بالتعويض عن قيمة السعر التوازني في معاذلة 
| لطلبء؛ أو العرض نحصل على 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (2) المعادلات الآنية 


55 0 (60.25 +1 -8.5- (11-2)1.25- 0*5 
أي أن الكمية التوازنية (8.5 - *0). ويمكننا تمثيل 
هذه النتيجة بيانياً كما في الشكل (2.18). 


شكل (2.18): توازن السوق 





من السهل حساب نقطة التقاطع العمودية لكل من 
منحنى الطلب ومنحنى العرض في المنظومة» وهي 
كما ولي :بالنسية لمشحى: الطلب تفتركن أن ١‏ - رز 
0» وبالتالي فإن 


5 


0-م11-2 
9 
2 


5- ور .:. 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (2) المعادلات الآنية 


حي ريم 9200 ل لة التقاطع العمودية ١‏ 5-007 
الطلب.أما بالنسبة لمنحنى العرض فنفترض بان ( 05 
0 ح)» وبالتالي فإن 

0 


مم6 +1 


0.17 ِ > ورطل.* 
6 


حيث ترمز (55«) لنقطة التقاطع العمودية لمنحنى 
العرض.وبناءا علي هذه النتائج يمكننا حساب فائنض 
امس لك فا تكن المع كينا و 


في الشكل (2.19)» ينحصر فائض 
المستهلك (511777/1,5 5 01151111167ع) في مساحة 
المغلث (5,5 ,25 ,1.25)؛وتكون قيمته: 


05 -1.25( -5 


شكل (2.19): فائض المستهلك وفائض المنتج 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (2) المعادلات الآنية 





وينحصر فائض المنتج (511172115 5 770011101) في 
مساحة المثلث (0.17 ,7 ,1.25)» وتكون قيمته: 

1 )1.25 -0.17( 8.5 - 9 

(22.6525).والشكل (2.19) يوضح هذه النتيجة. 
تعرّف خسار الوزن الميت (كىوم] 17721971 0600) 
يأنها الإتخفاطن الحاضل في نانك المستيلك أو 
المقذار دالقيدة لقان لكننا فرق نيا ادك إلى امخفاطن 
الطلب على السلعة إلى (7) وحدات فقطء وأن السعر 
الذي دفعه المستهلكون كان (2):وأن السعر الذي 
قبضه البائعون كان (1). 
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عبذالز ايض هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (2) المعادلات الآنية 


بمكنناء بناء على هذه المعلومات» الحصول على 
حسابات مفيدة عنعبء الضرية(5110677 103) 
وخسارة الوزن الميت» والخسارة في كل من فائض 
المستهلك والمنتج. وهي كما يلي: 

من اجل الوصول إلى إجابات دقيقة» لابد من تثبيت 
الأرقام المذكورة على صورة بيانية كما في الشكل 
(2.20). وهي صورة مكبرة بهدف التوضيح. 


شكل (2.20): خسارة الوزن الميت 





الحسابات: 
حجم الضريبةهو (1- 2-1)). أي الفرق بين سعر 
المشتري وسعر البائع. 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي 0 العواالات الانية 


حصيلة الضريبةهي (7- 7< (2-1))» أي حجم 
الضريبة مضروباً بالكمية. 

عبء الضريبة على المستهلك هو ( - 1.25 - 2 
5 ,) أي الفرق بين السعر التوازني والسعر الذي 
يقبل به المشتري للحصول على (20-7)). 

بين السعر التوازني والسعر الذي يقبل به البائعون 
للتضحية ب (0-7). 

خسارة الوزن الميت هي 

5 (8.5-7) »(2-1) »اك 

وهي القيمة التي لم يستفد منها أحد. 

الخسارة من فائض المستهلك هي 

2» )2-1.25(:* )8.5-7( + )7»075( -5 

وتنقسم إلى جزئين: جزء ذهب في خسارة الوزن 
الميت» وقيمته (0.5625)»؛ وجزء ذهب إلى 
الضريبة» وقيمته (5.25). 

شكل (2.21): خسارة الوزن الميت والإزاحة في 
منحنى العرض 


1654 


عبذالر اقيض هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (2) المعادلات الآنية 





الخسارة في من فانئنض المنتج هي 

75 (7:»0.25) + 1.5 »(1- 1.25) »اك 

وتنقسم إلى جزئين: جزء ذهب في خسارة الوزن 
الميت؛ وقيمته (0.18/75)» وجزء ذهب إلى 
الضريبة» وقيمته (1.75). 

في هذه الحالة»يمكننا أن نتخيل بأن منحنى العرض قد 
انتقل إلى اليسار من الموقع (5) إلى الموقع (57)» كما 
في الشكل (2.21). 

مثال (2.17)الدخل التوازني 0 النمودذج الكينزي 

10111111:1117111 17120111 1711 1116© 1 ©0116 51071 ( 

:) 2/100١ 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (2) المعادلات الآنية 


يتم تحديد الدخل الوطني(13720716 [701101101) (177) 
في النموذج الكينز ي(710061 1261(126510171) من 
تفافل ,ذال الاستيلتك زم )نمع الامكتعان ز2) الشف 
عن الدخل (111176517116111 011/10110171015 )» ونفقات 
الحكومة (2)) المستقلة عن الدخل( 01110110111015 
6 7116111 وودالة الضرائب 
(107711111011) 117+ من ح '7)؛والميزان 
التجار ي(272101126 ©17006) (1/1 - 12)» وهو مستقل 
عن مستوى الدخل. وعلى سبيل المثال» دعنا نفترض 
بآن 
آعم + ع - 0 
17+ 1-1 
1 


0-0 
,11 -غ[) - (11 - غ) 
حيث ترمز (3) للدخل المتاح. ويتم تحديد التوازن 
بين الاستهلاك(0)) والدخل(37) بدون ضرائب كما 
١‏ ل ع 
0 - لأعمم« - لآ ج زعم + م دز 


مك ل 0 





عم -1 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (2) المعادلات الآنية 


17+ ى)) - [)عمم"1 + 0ه - ن) ج (1- 0)0م710 جه - 0 
(18+ ,)) - )0م دن دز 
111221 - ل 5 


0-0)عمم -] . 
التحاررى كمياك مستئلة عن الذخله فإن الذحل 
التوازني يكون كما يلي: 


10 -)1) +0 + [ + دن د[ 
117 +ى)) - [إممم ده - 0 
(14 - )[) + 0 + [ + غ1 + )) - [إممم + هع - [ .:. 
(/! - )2[) + 0 + [1 + ( )0م هر 
لصيس ا 
لنفترض بان 
0-50+0.807 
7-10-1017 
0 1 
0 - 0 
0-- 149 -:7) 


00 5 لسار ساك وان تمدن حاتي من هد في 
الميزان التجاري مقداره (10). 


2 
ممم _ 182 _ 0.80*10+50+100-10)-50 _ 


82 5 
1-0.8001-0.10( 0,8 
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غدالور اريس هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (2) المعادلات الآنية 


ولو كانت قيمة الميزان التجاري صفراًء لكان الدخل 
التوازني (685.71- 1)؛ مما يعني بأن عجز 
الميزان التجاري يؤدي إلى انخفاض الدخل التوازني؛ 
بسبب انتقال القوة الشرائية من الآلة 
الاقتصاديةالمحلية إلى العالم الخارجي. ويمكننا تخيل 
الصورة البيانية لدخول الصادرات إلى النمودذج كما 
في الشكل (2.22). 

شكل 22 2( 





ببتانبانبا 


ع ا 


ما نلاحظه في النموذج أعلاه أن أنواع الإنفاق تأخذ 
مسارات اعتدنا عليها في الشروحات السابقة» باستثناء 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (2) المعادلات الآنية 


الميزان التجاري (25-74)؛ لأن إشارته سالبة» وقد 
أزاحت الإنفاق الكلي عمودياً إلى الأسفل» من موقع 
التقاطع عند القيمة (685.71) إلى موقع التقاطع عند 
القيمة (650). 

دعنا نحلل توزيعات الدخل كما فعلنا فى الأمثلة 
السابقة: ْ 


بلغت قيمة التوازن بين الاستهلاك والإنتاج بدون 
وجود الحكومة كما للدية 
50 


12 - - 0 
1-8 


بلغت قيمة التوازن بعد إدخال الاستثمار مع الاستهلاك 
كما يلي: 


5235 2320-0 - 500 
1-8 


بلغت قيمة التوازن بعد إدخال الاستثمار ونفقات 
الحكومة مع الاستهلاك كما يلي: 


535 50-+50+100-)0.8<>10( 
1-0.8)1-0.1( 


- 1 


بف نكال ضفي المسناذ وات إلى كلها سيف تمض 
الدخل بمقدار (35.71). 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (2) المعادلات الآنية 


يمكننا إدخال مكون بسيط على الصيغة الأخيرة في 
حساب الدخل التوازني» وذلك بافتراض أن هناك دالة 
للاستيراد من الشكل: 


712111[7 د 371 - 1ل 


حيث ترمز (1) لكمية المستوردات» (7770) ل 
الاستيراد المستقل عن الدخل ( 011101101110115 
1 » و (1:712) للميل الحدي للاستيراد. 
ينم تعديل صيغة حساب المضاعف كما ا 


(1-غ1) +0 + [ + )دز 
[(71211 + 7711) - لز ) + [ 6 + [ + [( 11+ 1) - [ ]مم + م ح- 


7112111[7-- 111 ع[ د 2) د [ د 01[7 7117 + 111701 - 1701 + م ح 


06-16 عد 1 د و01م111 - 4 ع [ 1زم د طاع مه - لاع وروم سك 
م71 - 7) د ]ر د 1112701 - 0 ح (11170111 د 01 7ه سن ورم - 1) لآ 
0-31 ل اع رواموسبحه 1ت 6ل اعد اموه - هه 
1 سأرو دعوو - 1 701- (1-77170001-1 3 
1016 - 2 د 1 + 64-7717010 _ 
71 - 1111701 + 111725 1 
1 


تح #امطكل .. 
111171-71 1 111175 


0آظ1 





عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (2) المعادلات الآنية 


مثال: لنفترض بأن 
ب50+7515 0 
7-10+117 
0 - ل 
5 -0 
0 << 222 
0517 + 5 -ح آ// 


وبناءاً على ذلك يكون الدخل التوازني كما يلي: 


. _ 50-.75«10+50+ 25+10-5 
7 .25 + .750.1+- 5 


- 7 


دعنا نقسم الدخل على مكوناته كما يلي: 


4 


1 -10+0.10326.67( - 37 

0 - 50+ .275)326.67 - 42.667 ( - 0 

1 <- 0 

0 - 5 

22-0 

/1 - 5 + 0.05)326.67( - 3 

17 - 263 + 50+ 25 -10- 21.33 - 7 


حيت درمر 
1 
71-- 111701 -1- 111125 


لمضاعف الإنفاق المستقل. 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي 0 7العوالاك الانية 


/ا. المصطلحات الرئيسية للفصلين الأول والثاني 
المتغير (710061.01707:10112). 
المتباينة 0. 
المعادلة (). 
المتغير التابع ( 1071012 06[767106711). 
المتغير المستقل ( 70710516 1770677©61106111). 
المستوى الديكارتي (©:7107 0071651071)). 
الدالة(1ر110ح:11/). 
التمثيل البياني (0171101107 7621765 9707111201 ). 
الميل و التقاطع (/7عع111167 0710 510176). 
اختبار الخط العمودي (1وء1 116 106711201). 
المنظومة الآنية ( :01/011107 © 51111/11011015 
202171 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (2) المعادلات الآنية 


7. اسئلة وتمارين الفصل الثاني 


1- أوجد الكمية والسعر التوازنيين من منظومة الطلب 
والعرض الانية 


م10-2- (2)0 - بم 
م5 +3- (5)0 - ب 


2- أوجد جذور المتغيرين في المنظومة الآنية التالية: 
3 - 7 + ثم[ 3 
5 -172+2 


اوجد جذور المتغيرين في المنظومة الانية التالية: 
8 - 24+38 1 
82-5 +ثم 
نيك العا فياك القالد ا 
0.857 +20 - © 
(0-7) دآ 
7-5+0117 
1-0 
06-0 
5 - (11-][) 


أوجد الدخل التوازني. وتحقق من توزيعه على 
مكوناته. 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (3) أساسيات التفاضل والتكامل 


الا. ابن رشد 
أبو الوليد محمد بن أحمد بن محمد بن أحمد بن أحمد 
( 1126م - 10 ديسمبر 1198م) (520 ه- 595 ه) 


فيلسوف. وطبيبء وفقيه. وقاضيء وفلكيء وفيزيائيعربي. وهو من أهم فلاسفة الإسلام. دافع عن 
الفلسفة وصحح علماء وفلاسفة سابقين عليهك ابن سيناوالفارابي في فهم بعض نظريات أفلاطونوأرسطو. 
قدمه ابن طفيللأبي يعقوب خليفة الموحدين فعينه طبيباً له ثم قاضياً في قرطبة. وتولّى منصب القضاء 


في أشبيلية» وأقبل على تفسير آثار أرسطوء تلبية لرغبة الخليفة الموحديأبي يعقوب يوسف.وقد تعرض 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (3) أساسيات التفاضل والتكامل 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (3) أساسيات التفاضل والتكامل 


3 .4 

8. أَسْس التفاضل والتكامل 
(1١٠3)الذُوال‏ الأسية(1”1211075 227011©111101): 
يقدم هذا الفصل الأسس الأولية التي يحتاجها الطالب 
كي يستوعب مبادىء التفاضل والتكامل» وهما 
الع عرساو الاين تطيد لسر الحامين 
باس بولقم لكاي ادر 
هي :الإشتقاق التفاضلي (1/125ء01» 017/1:©711101) 
و التكامل (011/1105© 377168701)» وتفاضل الحالة 
المثلى (الفضلى) (0111!1105» 07117171120:11011)» 
وسلسلة تايلور (567165 70(/107) كمادة متقدمة في 
الاقتصاد الرياضي. وعادة ما يتم عرض موضوعي 
الأشتقاق التفاضلي والتكامل على الطلبة دون المقدمة 
المناسبة للموضوعين. وسنحاول تقديم الأساسات التي 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (3) أساسيات التفاضل والتكامل 


يحتاجه الطلبة/الباحثون مع الأمثلة العديدة» من اجل 
تسهيل استيعاب المفاهيم المتقدمة فيما بعد. 

بدا بمزاتجعة سعيطة البعضن. نخواض المدد 
الثابت(6017513/74) المرفوع لقوة ماء ونأخذ على سبيل 
المثال العدد (2)» حيث 


2331 0522: 5224.2 25-39 


ويُمكن رفع العدد نفسه لقوى سالبة (أي تخفيضه). 


- 
وي 


41و م 1 
)16 4 2 


كما يُمكن رفعه إلى كسر» (7/”0011011/)» حيث 


2: - 


...284 - 1/26 - 264 ...25198 - 3/24 - 24/3 ,2ل - 21/2 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (3) أساسيات التفاضل والتكامل 


ونستطيع اختصار كل هذه الأشكال تحت مسمى الدالة 
الآبنية ووس مخ الأصبيفة القالية: 

ا ,تمد وار 

حيث (0) عدد حقيقي ثابت (20115101711 [7601)» 
و(<) متغير حقيقي (70730516 601”). وتحكم الدوّال 
الأسية لأي ( ,3 ,4) حقيقية» القوانين البسيطة 
التالية: 


0 - :10 - 102107 ح 0ن د دن كنل * 
0- *10<»3(5) - 10535 ج . *(7م) - ثم *ن »* 
989 -ل 76- 72(3) جد تي - 77م ) * 


2 
87 823 ب 7“ (م) - 0(7)/ “(م)* 


2 2 7 1 
20 6 - 3 - 24 
16 42 (4|) ”*>م رم 
1 2 3 
98 - 16(77) - 42لا - 4(3) ج .0 < بر ,0 حر “ولا - دن * 


5 - 8ت 200 داك 
01 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (3) أساسيات التفاضل والتكامل 


شريطة أن تكون (*) و (7) في الخاصية قبل الأخيرة 
عدد كامل (37169©7).ويوضح الشكل (3.1) الصورة 
البيانية للدالة (» .-مم). 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (3) أساسيات التفاضل والتكامل 





ا 
يُلاحظ بأن مجال («اليقع في مجموعة الأعداد 
الحقيقية» ويقع مداها في مجموعة الأعداد الحقيقية 


الموجبة. 
©. (3.,.2) كيف تنشأ الدالة الأسية؟ 

دعنا نتخيل كيف ينمو عدد السكان في الأرن ولو 

افترضنا بأنعددهم كان (*) مع نهاية سنة ماء نسميها 

السنة الابتدائية (0 - 4)» وأنهينمو بنسبة (7) سنوياً. 

وبالتالي يكون عدد السكانقد أصبحء مع نهاية السنة 

التالية» كما يلي: 


201 


عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (3) أساسيات التفاضل والتكامل 
أي أن عدد السكان مع نهاية السنة الأولى (1 -4) 
هو العدد الذي تم ترحيله من السنة الماضية(0 - )»2 
وهو (8)» وما طرأ عليه من زيادة في السنة التالية  (‏ 
1 -). وهو (7). وقد تكون نسبة النمو (7): (92) 
أو (704) أو أية نسبة واقعية. 

لو أخذنا («) عامل مشترك من المعادلة (1)» فإننا 
نحصل على شكلٍ آخر من المعادلة؛ لكنه بنفس 
المضمونء وهو: 

(14) + كار 

سينمو عدد السكان في السنة (2- /)» أي السنة 
الثانية ليصبح كما يلي: 

)2( تم سد عور ورم لج عر ح [(م + 2)1]" + (م + 2)1 

لو أخذنا المقدار («) عاملاً مشتركاًء فإننا نحمصل 
على شكلٍ آخر من المعادلة (2)» وهو كما يلي: 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (3) أساسيات التفاضل والتكامل 
(24) 7ب + ]1 ح (تسر م2 + )نر 

دعنا نجرب الحالة للسنة الثالثة» حيث ينمو السكان 

)3( [(2م م2 ++ ])س]م +(ثم +م2 +1)ر - [“(م + )عر]م + 7م ++ )م 
لو أخذنا المقدار («) عاملاً مشتركاًء فإننا نحمصل 
على شكلٍ آخر من المعادلة (3)» وهو كما يلي: 


(34) *(س + )مر -[(2م م2 + )رام - زمر + م2 + )1 


ونستمر بذلك لنحصل على الصيغة العامة التي تحكم 
نمو السكان. وعلى سبيل المثال دعنا نفترض بأن 

عدد سكان الأردن كان (6) ملايين نسمة عند نهاية 
العام (2008)» وأنه ينمو بمعدل مقداره (2.5940 - م) 
سنوياً. مما يعني بأن عدد السكان يكون 
(61.025-6.15) مليون نسمة عند نهاية العام 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (3) أساسيات التفاضل والتكامل 


(2009)» ويكون (6«1.025«1.025-6.30375) 
مليون نسمة عند نهاية العام (2)2010 وهكذا. 
ويمكننا تحويل هذه الأرقام إلى دالة أسية كما يلي: 


السنة عدد السكان 


(مليون) 
(2008)0 6.000 
(2009/1 6.1500 
(201002 6.3038 
(2011)3 6.4613 


6)1.025(' 2008 + 
1 


وبالتالي يُعطى عدد السكان بدالة أسية من الشكل: 
“درق - “+ 1) يق - ()ط 
حيث ترمز (م4) للعدد الإبتدائي» وهو (6) مليون في 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (3) أساسيات التفاضل والتكامل 


(1.025) في هذه الحالة» و (4) لأس النمو؛» وهو 
عذك السكواض, ونناء| بعلي هذه الصييغة يمكتذا حبنات 
عدد السكان في أية سنة. وعلى سبيل المثاليكون عدد 
السكان في الأعوام: (2015)»: و(2018) و 
(2023).: كما يلي: 


2 - '(6)1.025(7 - (7)م 
38- '!(6)1.025 - (10)ط 
9 - ”6)1.025(5 ح (15)م 


لو افترضنا بأن معدل النمو كان (05/؟) سنوياء 
لتسارع نمو عدد السكان بوتيرة أعلى» واتسعت الفجوة 
بين العددين الناتجين من كل معدلء مثلما هو موضح 
في الشكل (3.2): 


شكل (3.2): نمو السكان بنسب مختلفة 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (3) أساسيات التفاضل والتكامل 








[رسفوية]| “(1.05),ك ع ن)م| 12 
مها[ 4 
2 8 

جر 5 

"40-025 02م ل 
على أو 

0 1 1 1 11 


مثال (3.2)الثابت المرفوع لقوة (أس): 
دعنا نحسب القيمة النهائية لكل عدد في الحالات 
التالية: 


5- (58) - 5(7)5(4) 
00 -ح ((5<<6) - 5(7)6(7) 


478:10 - 15 /(58) - 55(4) 
85ت 57ت 51775 
5 
7- 1/3125 - 1/55 - 56 
4مه- ل مو 
25 


50-1 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (3) أساسيات التفاضل والتكامل 


ينطبق قانون الدالة الأسية على أية ظاهرة مشابهة 
للنمو (أو الانحسار). وفي المثال التالي نرى كيف يتم 
تطبيق صيعغة النمو على مبلغ من المال تم إيداعه في 
حساب يعطي فائدة محددة كل فترة زمنية. 

مثال (3.1)سعر الفائدة المركب: 

لنفترض بأن مبلغاً من النقود مقداره ألف دينار تم 
إيداعه في حساب توفير يُعطي فائدة سنوية نسبتها 
(05؟). وقد بقي المبلغ في الحساب لمدة (5) سنوات. 
وساعا على ذلك ندم مراكمة الفائدة» على المبلغ» كما 
يلي : 

عند نهاية السنة الأولى يصبح المبلغ: 

0 -ح 10001.05 ح (1)م2 

5- 1.05(7) »1000 - (1.05) << (1.05) »1000 - (2)م 


عند نهاية السنة الثالثة يصبح المبلغ: 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (3) أساسيات التفاضل والتكامل 


5 - 3ل(1.05)»< 1000 ح (1.05) << (1.05(<»)1.05) »1000 - (3)ص 

وهكذا تتم مراكمة الفائدة» بحيث تجني الفائدة المتحققة 
فائدة عليها. ويلخص الجدول (3.1) العملية من 
العنة الخ كيف حك نياب الهذة اللساميدة 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (3) أساسيات التفاضل والتكامل 


جدول (3.1): الفائدة المركبة 


السنة المبلغ 
)0( 1000 
(1) - (1000)1.05 
1050 
)2( (1000)1.05()1.05 
55 - 
03١‏ - ”(1000)1.05 
165 
(4١‏ - *(1000)1.05 
5 1152| 
)5( - ”(1000)1.05 
1|166 











شمى الصيغة التي تعطي الفائدة بهذا الشكل 
صيغتةسعرالفائدة المركبة ( 11116751 011117011110 


20160 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (3) أساسيات التفاضل والتكامل 


لها 


الإبتدائي 














الفائدة 





تُعرّف صيغة سعرالفائدة البسيط ( 11117251 5177111712 
0 كما يلي: 

57 

حيث ترمز (1) للفائدة على المبلغ» و (5) للمبلغ 
الأصليء و (7) لسعر الفائدة» (/) للفترة الزمنية. ولو 
افترضناءعلى سبيل المثال» بأن المبلغ (1000 دينار) 
قد تم إيداعه في حساب يعطي فائدة بسيطة؛ لكان 
مبلغ الفائدة المتحقق عند نهاية السنة الخامسة: 


0 ع 5< 10000.05 - / 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (3) أساسيات التفاضل والتكامل 


في حين أن المبلغ المتحقق من الفائدة المركبة هو 
(276.2816 دينار). مما يعني بأن هناك فرقاً مقداره 
(26.2816 دينار) لكل (1000) دينار. 


(. مثال (3.3/الفرق بين الفائدة المركبة والفائدة 
السبطة: 


لنفترض بأن مبلغين من النقود» مقدار كل واحدٍ منهما 
مليون دينار. وقد تم إيداع الأول في حساب فائدة 
بسيطء والثاني في حساب مركبء لمدة (10) سنوات. 
فما هو الفرق بين الفائدة التي يراكمها الأول والفائدة 
التي يراكمها الثاني؟ علماً بأن سعر الفائدة التي 
يُعطيها كل حساب هو (905). 

يمكننا حساب الفرق مباشرة كما يلي: 

يكون المبلغ الإجمالي في الحساب البسيط: 


1000000 <> 0.05 << 10 - 0 


يكون المبلغ الإجمالي في الحساب المركب: 


211 


عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (3) أساسيات التفاضل والتكامل 


1000000» )1.05(!'" -- 7 


يكون الفرق بين المبلغين: 
7 ظ*1 
دينار 1 


ع مثال 41 ,3إسعر الفائدة المركب لفترات أقل من 
سنة كاملة 


يمكثناحساب الفاكدة المركية المتزاكمة لفترة أقل عق 
سنة. وعلى سبيل المثال» تدفع بعض البنوك فائدة 
على الودائع كل شهر. ويتم حساب الفائدة المستحقة 
بقسمة سعر الفائدة على (12) شهراًء ثم تطبيق 
القاعدة أعلاه؛ لكن الفترة الزمنية تكون (12 -/) 
خلال السنة الكاملة. فلو كان مبلغ الوديعة (1000) 
دينار» وبقي في الحساب لمدة (12) شهراً» بسعر 
فائدة معدله (00.05/) سنوياًء وكان الحساب يراكم 
الفائدة شهريآء فإن المبلغ النهائي يكون: 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (3) أساسيات التفاضل والتكامل 


رو زكور- "| كك1 بر ووم - رليم 

وهو أعلى من المبلغ النهائي لو تم حساب الفائدة لمرة 
واحدة في السنة. ويعود السبب في ذلك أن المبالغ 
المتحققة شهرياً تجني فائدة إضافة خلال الأشهر 
اللاحقة. 


دعنا نجرب الفائدة المتراكمة أسبوعياً ثم يوميا: 


3 - قد + 000 - (52)م2 
يوميا: 
75 - 000 - (365)م 
265 
فى هذه الحالة نجدبأن الفائدة المتراكمة تكون أكبر 
كلما زاد عدد الفترات التي تتراكم خلالها الفائدة 


(2)365 > (2)52 > (2)12 > (1)مر 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (3) أساسيات التفاضل والتكامل 


للفوائد المستحقة سنوياً وشهرياً واسبوعياء ويومياء على 
التوالي. والجدول (3.2) يلخص الفرق بين الفوائد 
المساتدقة فى كل قترة (زمقيةة يكلى ميل (1000) 
دينار تم إيداعه في حساب يُعطي فائدة معدلها 
(900.05) سنوياً: 

جدول (3.1) 
سنويا شهريا إسبوعياً إيوميا 

51.26 4858 9 50 











وسيتم التعرف على صيغة يتم من خلالها حساب 
الفائذة المتراكمة على_مذاز الساعة».وهي صديخة بغر 
القائدة السس ته .. 


توي أحسب: الفائد ‏ المتراكنة بيننييا متهيريا 
واسبوعياً ويومياً على مبلغ مليون دينار» تم إيداعه 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (3) أساسيات التفاضل والتكامل 


جنات :توقيق وتعطج فاق لثلدوية وتعدلها 
(00.05/)» إذا بقي المبلغ في الحساب سنة كاملة. 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (3) أساسيات التفاضل والتكامل 
1. (3.3)اللوغاريثم (اللوغ)(1,020711[:7): 

يكثرٌُ استخدام اللوغ؛ في الرياضيات والإحصاء 

والاقتصاد القياسي» لتسهيله العمليات 

الرياضية.ويُعرف لوغ (8) للأساس(4) بأنه مساو 

ل() إذا كانت: 

0 < ه,0 <<" ,دد ”و 

ويكتب بالصيغة: 

0 < :د" ,طح د رعها 

ويُّقراً: لوغ (*) للأساس (4). ويقع مجال هذه الدالة 

في الأعداد الحقيقية الموجبة. أما مداها فيقع في 

الأعداد الحقيقية. 

يبين الشكل (3.3) الصورة البيانية لدالة اللوغ 

المعيارية (5,52<0- د رعها). 


شكل (3.3): دالة اللوع0<.هم :روه 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (3) أساسيات التفاضل والتكامل 





يُعزى إكتشاف اللوغاريتم إلى الرياضي والفيزيائي الاسكتلندي جون نابيير (7ع1م12/ برراه2) 
1 7_7 > >< <> 7 <> ز< >< ز<ز<ز <زذزذزؤزنذ1100ؤ|ؤ ؤ[ؤ[آ[ؤ1222121312323[3كص2 





2. مثال (3.5)معنى اللوع: 
10-1 بع10 
تعني بأن (10- '10). 
7. ح- 5 ورع10 
١‏ يأر ب ررم 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (3) أساسيات التفاضل والتكامل 


4 - 9.3132 رعه1 


تعني بأن 6-9.3132*"'رم) 


3. (3.6)قوانين اللوغ لأي عدد حقيقي وموجب: 


م 108+ ,1085 - (2.) رعه1 
ا م 2-1085 رع10 - ( /عد)رعه1 
عد رعه1م - (*2)رعها 
1ع © رعم1 ,0 - 1 بعه10 


واذا كانت 2>>1) فإن 


0 > 2:8 رعه1 
1 
4 ,ع10 





- د رع10 


مع التذكير بأن مجال دالة اللوغ لا يأخذ إلا عدداً 


218 


عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (3) أساسيات التفاضل والتكامل 


4. مثال (3.7)حساب اللوع: 
3 - 20 ورع10 + 10 ورعم1 - (20 >»10)ورعه1 


73 -ح 5 روع10 
2 - 10 ب105 


- 5 





- 10 مع10 
606 


5. مثال (3.8)تطبيق قوانين اللوغ: 


0 162 
320 


يكون لوغ الدالة لأي أساس كما يلي: 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (3) أساسيات التفاضل والتكامل 


ج (7جبجد32)ع10- (::*16)ع10 - /77[اع10 
[ج 3108 7 ع10 + دع10 + (32)ع108]- نر ع10 + ع310+ (16)ع10 ع /آآاعه1 


6. مثال (3.9) تطبيق معنى اللوغ: 
2- (ص20-5),عه1 
42-6 -م20-5 

م5 -4 


0 
5 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (3) أساسيات التفاضل والتكامل 
7 مثال (3.10) معنى اللوع: 

لنفترض وجود دالتئّ الطلب والعرض الانيتان: 

(0... 0ح (طقع 14- ر0)وعه1 

(2)... 0- رط -9- و0)وع10 

إذن 

(0... م15-3- ,0 ج 1- "5ح م3 + 14- ,0 


(2)... م10+2- ,0 ج-1- "5-م9-2- ,0 
و0 - ,0 
8. مثال (3.11) حساب اللوعغ: 


5ا- ‏ - دعا - (20)ى,بعه1- (10)ررعه1 - (20 /10)ررعه1 


5 - (10)ورعه5(1) - *(10)ورعه1 


مثال (3.12) اللوغ في معادلة: 
ماهي قيمة (3) في المعادلة 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي إن اواك الكو عدن 


4 - 12 ورع10 
نتخلص من اللوغ بجعل الطرفين 


أسا (277017071111011011©) للاساس (10)» كما يلي: 
104 _ وه 1 
0 - :12 .. 

110 





3 - ا 
مثال (3.13) تطبيق قوانين اللوغفيالمعادلات: 
لنفترض بأن لدينا الدالة اللوغية التالية: 

4 - (2-5)رعه1 - (2 +2 ة3)رعه1 

يمكننا الحصول على حلٍ سهلٍ للدالة بعد شيءٍ من 
التدقيق» وتطبيق قوانين اللوغ عليهاء وذلك حسب 
الخطوات الاسترشادية المُبينة الرسم التوضيحي 
المرفق. 

الخطوة الأولى: بما أن أساس اللوغ متشابه» فإن 


4 شك ريم 
2-5 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (3) أساسيات التفاضل والتكامل 


الخطوة الثانية: نتخلص من اللوغ بجعل أساسه مرفوعاً 
لقوة الطرف الأيمن» أي 
6ت 


الخطوة الثالثة: نبدأ بحل المعادلة الجبرية 


31+ 2<-16)-5( 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (3) أساسيات التفاضل والتكامل 





9. مثال (3.14) تطبيق قوانين اللوغ: 


لدينا دالة اللوغ: 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (3) أساسيات التفاضل والتكامل 


3-2)ع210-(3 +32) رع10 
2 - 3)ع210 - (32+3) رعه1 
2- 325)ع10- (3 +3) رع10 ج 
- 0-0 - | كيد روما 
91 91 
0 -3-3- 3622 ج 3 +32 - 36272 ج 
0و ]اج 
0 -(1-:1()3+عر4) 


22-4 














1 1 1 
5-2 اا 
يكفي للتأكد من الإجابة بتعويض النتيجتين في الكسر 
ود 3 قد 
91 
عندما تكون (1/4--*) تكون قيمة الكسر 
بي 3-25+3 
92-7 
عندما تكون (1/3-*) تكون قيمة الكسر 
1 
اه 
9 


وهو المطلوب» شريطة أن لايحمل اللوغ قيمة سالبة أو 
فديذا د تار 


225 


عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (3) أساسيات التفاضل والتكامل 


مثال(3.15)دالة اللوغ: 


لدينا الدالة : *«ورعه2+1 - 3,وربعه1+(3- 22 )ررعه1 


ج بر ورع10 +2 - 3 ورعم1 + (3- 22)ورع10 


ج 2 - هن ررعه1 - 3 ورعه1 + (3- 27)رعه1 
آآ 2 2 

0 - ور كةو |3 ره 
1 1 


0 -1002-9- 322 ج :1001 - 3122-9 


78 100 2 1/10000+-8 
6 


يتم إهمال القيمة الثانية» لأنها تؤدي إلى جعل (- 2 
3) أقل من صفر. 

مثال(3.16) دالة اللوغ: 

لدينا الدالة 


ج 1- (16 ,ع10) وعه1 





6 -ه-ح-ح 2 ,33.4231 -< 2 ج 


جح 2 -16,ع10 
“نر - 16 
2:1 ين .:. 


ويتم إهمال القيمة السالبة (4-). 
مثال(3.17) دالة اللوغ: 
لدينا الدالة 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (3) أساسيات التفاضل والتكامل 


2 8 5 رع10 
كي نتخلص من أس ال (3) نقوم بجعل الطرفين أسأ 
لأساس اللوغء وهو (4). وقد أسمينا هذه العملية سابقاً 


ب (020701161111011011).أي أن 


24 2 


وح 
مما يعني بأن 

22 - 22 

وحيث أن الأساس في الطرفين متشابهء وهو (2)» 
فإن الأسين يكونان متساويين بحكم المنطقء أي أن 


1-0-ع2- تيرج 2,2 - 2 +دعر4 


2 
جوم 8 
2 


ويتم إهمال أية قيمة تؤدي إلى كمية غير مُعرّفة في 
اللو 





0. مثال(3.18) معادلات اللوغ الآنية: 
لدينا المعادلتان الانيتان 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (3) أساسيات التفاضل والتكامل 


)01 - (2 + :و2 -) وع10 
(2+1.....)2 وع210 ع (2 + 2< ) وع10 


من المعادلة (1): 
0ك تجرة سيرك 21 7ك لور تحير 


من المعادلة (2): 


2 
0 -2-- #رجاد[ كك إرعماد ادر يهماة- (2+ه) روما 
0 





2-ينرت >129بد 2 سين 
0 20-3 + شر 
0 >-(0-100+3) 


3 - بر ,1ح 2ن .:. 


تعر و[ع هر جب 


(3.5) نهاية الدالة (:171/111107 4 [0 1111111): 
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عدار اق كن عا مبادىء الاقتصاد الرياضي (3) أساسيات التفاضل والتكامل 


تُعرّف نهاية الدالة بأنها الحد الذي تصل إليه الدالة 
عندما تزداد أو تنخفض قيمة المتغير المستقل بمقدار 
محدود.وفي العادة يرمز للنهاية ب(11171). 

وسيتم التطرق إلى الموضوع مرة ثانية عند الحديث 
عن المشتقة في الفصل الخامس.ومن اجل استيعاب 
مفهوم النهاية لابد من الخوض ببعض الأمثلة. 


0 


دعنا نتمع” ف الشكل أعلاه؛ ونفكر بالخطوات التي 
فمتا بها للرضول: من النظك إلى الذائرة: ققد يدانا مت 
ثلاثة أضلاع؛ ثم زدناها إلى أربعة للوصول إلى 
المربع» ثم إلى سبعة وثمانية وعشرةء» و100» 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (3) أساسيات التفاضل والتكامل 


و10000.» و .... والى عددٍ كبيرٍ هذا » وغير متحدوة» 
من الأضلاع حتى وصلنا إلى الدائرة. وفي البداية 
قمنا بتقسيم (1807)على ثلاث زواياء ثم قسمنا 
(3609) على أربع زواياء ثم قسمنا ('360) على سبع 
زواياء ثم على ثماني زواياء ثم على عشرء ومئة: 
وعشرة الاف» ثم على عددٍ كبير حذا»:وغين مهدود: 
مق الزوانا. وفي: كلهزمرة كانت (أزوانا الخارجية تتسيق 
وتضيقء وتقترب من الصفرء لكن عدد الأضلاع كان 
يرتفع ويرتفع» ويقترب من ما لانهاية. وكلما زاد عدد 
الزوايا الداخلية» اقترب (472700271) الشكل الناتج 
من شكل الدائرة. 


لقد قمنا في كل مرحلة من هذه المراحل» من الناحية 
العملية والنظرية» بالانتقال من حالة إلى أخرى من 
خلال ما يُسمى عملية الوصول إلى النهاية 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (3) أساسيات التفاضل والتكامل 


(5ى 77026 117111118): أي النهاية الحتمية التي 
وصلت إليها العملية. 





يمكننا وضع العملية كلها على شكل أرقام توضح 
كيف آلت العملية إلى نهاية محددة. 


عدد الزوايا ‏ قياس 
(الأضلاع) الزاوية 
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عبدارزاق بني هاني 





مبادىء الاقتصاد الرياضي 


4 
7 
. 
10 


100 
0030310ظ10ظ)1 





الخارجية 
الحاصلة 
090 
226 
45 
36 
3.6 
056)) 





(3) أساسيات التفاضل والتكامل 


تشير الخانة الأخيرة إلى أن اقتراب عدد الأضلاع 

(الزوايا) من ما لانهاية يؤدي إلى اقتراب مقدار الزاوية 
الحاصلة من الصفر. ونقول في هذه الحالة بأن نهاية 
الشكل عندما يزداد عدد أضلاعه إلى مقدار كبير جداً 


هي الدائرة. 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (3) أساسيات التفاضل والتكامل 
مثال (3.19) نهاية المقدار( ! ): 


مقدار 264 مقدار ِ 
1 1 
2 015 
3 3*>*) 
4 25) 

))01 100 
)000000110 











وتكون الصورة البيانية للمقدار 86 كما في الشكل 
(3.4): 
شكل (3.4) 
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نقول في هذه الحالة بأن اقتراب الكمية () من عدد 
كبير جداً يؤدي إلى اقتراب الكمية (+) من الصفرء 
لكنها لاتساويه أبد. وبالتالي تكون نهاية (+) هي 
الصفر. ونكتب الصيغة الرياضية للنهاية كما يلي: 


0ج )سنا 
مه اج نه 
ع 
أو 
1 
وجم 11 
0 انرا 


0-0 
وتقراً: نهاية الدالة (!) عندما تقترب (0) من مقدار 
كبير جداً هي صفر. 

مثال (3.20) نهاية الكمية (25-/): 

دعنا نجرب عدداً من القيم التي يأخذها المتغير (7) 
كما في الجدول أدناه: 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (3) أساسيات التفاضل والتكامل 


مقدار (1) امقدار 


جك 
2 
برا ليخ | زر) 


520 4 
23 1000 
2 0 











نقول في هذه الحالة بأن اقتراب 5 من عدد كبير 
جدا يؤدي إلى اقتراب الكمية (:+2-”) من نهاية 
مقدارها (5). وتكون الصورة البيانية لمآل المقدار 
(177) كما في الشكل (3.5). 

شكل (3.5) 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (3) أساسيات التفاضل والتكامل 





0 
3 
جب 
3ع 
5 
م 
5 
ل 2 
4 
/ + 0 
40 20 0 
ونكتبها بالصيغة الرياضية التالية: 
5 ج /17 لملا 
مهاج عكر 
ع 
أو 
5 - 17 نا 
مج 26 


وتقرأ: نهاية الدالة (777) كلما اقتربت (2) من مقدار 
كبير جداً هي (5). ويُسمى الخط المتقطع المنبثتق من 
القيمة (5) الخط التقاربي السفلي ( 701067 
2.2.2.101 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (3) أساسيات التفاضل والتكامل 


]. مثال (3,21/ حصة الفرد من الناتج المحلي 
الإجمالي: 


لنفترض بأن الناتج المحلي الإجمالي (ن م ج) للأردن 
قد ثبت عند (20) مليار دينار في السنة. لكن عدد 
السكان (”01/) يزايد بشكل مضطرد من (6) ملايين 
دعنا نجرب بالأرقام المختلفة ما تؤول إليه حصة الفرد 
من (ن م ج) (2012)» كما في الجدول أدناه. 


عدد حصة الفرد 
السكان |من (ن م ج) 
6 35233 
7 23 ”2 
8 2500 


9 قلط لا ةيلا 
10 2000 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (3) أساسيات التفاضل والتكامل 


وكتب صيغة النهاية كما يلي: 


0 ح 2ر201 رطالا 
0 ج ودممر 


ويبين الشكل (3.6) الصورة البيانية للنهاية. 
شكل (3.6) 


حصة الفرد من (ن م ج) 


3 


عدد السكان 


©. مثال (3.22إنهاية دالةالطاقة الإنتاجية: 





تعتمد دالة الإنتاج(0) لمصنع إسمنت الشرق» على 
ساعات العمل (7) يومياً. 


12-5 
12+ 1-0 





0 - / )1( - 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (3) أساسيات التفاضل والتكامل 


ماهي نهاية الدالة عندما (2-5)» أي عندما تؤول 
ساعات العمل (,7) إلى (5)؟ 


0 (5()8+5-.1) حصلا 12-5 2 صملا 


1 (26ص)ازقعع) .قهديرزل. اقدرله 7[ وار 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (3) أساسيات التفاضل والتكامل 





يوضع الشكل: (3:7) دود الذالةالقدريجن إل 
ألو محتق انتكتر بحول قيمافزيية من الرا<د 
الصحيحء وهي القيمة التقاربية العليا ( 17767 
1 ود لابد من الانتباهإلى أن التعويض 
المباشر دون فك الأقواس يؤدي إلى نتيجة غير 


صحيحةءومقدارها صفر . 
[|. مثال (3.23)/ نهاية دالة التكاليف الحدية: 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (3) أساسيات التفاضل والتكامل 


أوجد نهاية دالة التكاليف الحدية:.:-م:- مد-,مم) 
(عندما (4دم)ء و(0 <0). 


في الشكل (3.8) نرى كيف وصلت الدالة إلى نهايتها 
عندما اقتربت (©) من (4). 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (3) أساسيات التفاضل والتكامل 


شكل (3.8): نهاية الدالة 





لابد أننا لاحظنا من خلال الأمثلة السابقة بأن 
الوصول إلى النهاية أو الإقتراب منها كان يتم إما من 
اليمين أو مناليسار. وعلى سبيل المثال يُبين الشكل 
(3.9 أ) بأن الوصول إلى نهاية الدالة 

302-50-0 

من اليمين عندما (+4.-») استوجب تحميل المتغير 
(0) قيماً أعلى من (4)» أي (0<4). وكانت النهاية 
(8). 

شكل (3.9 أ): الإقتراب من اليمين 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (3) أساسيات التفاضل والتكامل 





أما إذا تم تحميل المتغير (0) قيماً أقل من (4)» أي 
أن (4 >0)» فإن الدالة تصل إلى نفس النهاية» وهي 
(8)» من جهة اليسارء كما في الشكل (3.9 ب).وفي 
هذه الحالة نقول بأن النهاية معرّفة عند أية قيمة 
يحملها المتغير (0). 

شكل (3.9 ب): الإقتراب من اليسار 





/ )0( -301-50-0 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (3) أساسيات التفاضل والتكامل 

|. مثال (3.24/ نهاية دالة الطاقة القصوى للاإنتاج: 
تمثل الدالة التالية الطاقة الإنتاجية )00( لمصنع 
الحديدء بالألف طن يومياً: 


02-02 
20-4 


ماهي الطاقة الإنتاجية المئوية إذا أقتربت كمية الإنتاج 
(©) من أربعة آلاطن. 


404-40-3 رن 792+12- 2 ون 


787 -0-3-1) - 0-4 ا 0-4 4ل 
مثال (3.25) نهاية الدالة: 
الدالة 
5 23(95 + 17 + 1172 
بلطلا 
1-/117 
05 2 0.5 2 
5 ص لسك اهفل د (23 + 7 + “ 17177) 5 
5- (23 +177 + 11777) 1-/117 
-_ 2 
ل #2 سد 
5+ ”(23 + 177/7 + “1177-1()177) 


(2 + /17) 1 - 2017 + /17) : 
0 0.5 2 - 0.5 2 إجب لطتا - 
 )17/7 +7 + 23(- +5‏ 5+ -(23 + 1/7 + 0177-1017 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (3) أساسيات التفاضل والتكامل 


ل. مثال (3.26) النهاية غير المعرفةء 
اخينا الصورة البيانية الكالية: 
6 


4 


نانش سر ين عن لسهة رد 
مناليمينيؤدي إلى صعود الدالة بدون حدر( 111/101/1 
0 وهويؤدي اقتراب المتغير (2) من القيمة (- 
3 من اليسارإلى هبوط الدالة بدون حد. وفي هذه 
الحالة نقول بأن النهاية غير موجودة ( 0026571 
1م). وتكتب صيغة النهاية كما يلي: 

النهاية من اليمين 


معد ج ركز) كر مستا 
37ج 2خ 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (3) أساسيات التفاضل والتكامل 


النهاية من اليسار 


مه- ج ركز ) “أ مستا 
3 ج كن 


وسنتحدث مرة أخرى عن النهايات في الحديث عن 
المشتفة في الفصضل, الخامسسن. 


(3.6)عدد (ثابت) نابر (عدد أو يلر )(©6)( 7077167'5/ 
( )711111217 5ك الاك "01 20171510111)) 
هو عدد حقيقيموجبء يكثر استخدامه في معالجات 
رياضية مهمة. ويتم اشتقاقه من نهاية الدالة 
1/7 +1) - جر 
وتكتب بالصيغة التالية: 
طلا 

- "1/0 +1) د 

0 جه 1[ 


كان عالم الرياضيات السويسري جاكوب بيرنولي (1[انامضرء85 لمء22): (1655-1705) 
أول من استخدم صيغة الدالة "(1+1/7)-(7)/.لمعرفة نهايتهاء لكن الرياضي والفيلسوف 


السويسري ليونهارد أويلر (بعاناط 2820م 72) (1707-1783) كان أول من استخدم 
الحرف (©) للتعبير عن النهاية . 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (3) أساسيات التفاضل والتكامل 


دعنا نجرب بعض الأرقام لنتعرف كيف تؤول الدالة 


إلى نهايتها. 
242 "1/0 + - ور 
1 2 
1.5 2167 
س 205 
3 27 
4 2.4406 
0 2ه 2 











25.0460 
تصعد الدالة ببطء شديد نحو نهايتها عند القيمة 


التقاربية العليا التي لا تتعدى 
(2.718280469)عندما أصبحت ( - 6) 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (3) أساسيات التفاضل والتكامل 


0 ووالصورة البيانية للدالة موضحة في الشكل 
(3.10). 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (3) أساسيات التفاضل والتكامل 


شكل (3.10): نهاية الدالة والقيمة التقاربية 








يستخدم العدد )6( ساسا للوع الطبيعي ( 11011101 
)لذي رمز له عادة 2< (170). ويكتب بالضغة 


التالية: 

6د ما - عد رع10 

وغل سول الفتال: 
2 عر رعه10 


ىا الى 5 بآن: 
9 - >(18281828 07) - ثم حير 
وان 


2019 








عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي رن عوك مادو رركن 


1-- ترريعه1 
6 الى 1 بآن: 
1 1 


001 1س م ل د تمد بو 
010018 


وفي التطبيق العملي تُكتب صيغة اللوغ الطبيعي 
للمتغير ()» مثلاء بالشكل التالي: 

11 3 

أما التمثيل البياني للعدد النابيتري المرفوع لقوة متغيرة: 
(:)مثلاء فهو موضح في الشكل (3.11). 


شكل (3.11) الدالة الأسية.-م, 


12-- 





عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (3) أساسيات التفاضل والتكامل 





مثال (3.27) مآل (نهاية) الكمية (_"!--,): 
دعنا نجرب قيماً مختلفة يأخذها المتغير (75)» 
ونضعها في جدول. 





مقدار مقدار 10 - 1 


عد[ 


5 0 

1 06 
3 41ظش*0)2) 
00 0)0000001ظ.1 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (3) أساسيات التفاضل والتكامل 
وتكون الصورة البيانية للكمية (-'!..-:) كلما زادت 
الكمية () كما في الشكل (3.12). 

شكل (3.12) 





وتقرأ: نهاية الدالة (:ز) كلما اقتربت (#) من مقدار 
كبير جداً هي (10).ويُسمى الخط المتقطع المنبثق 
من القيمة (10) الخط التقاربي العلوي ( 2767:! 
2.2.101 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (3) أساسيات التفاضل والتكامل 
»|. مثال (3.28/ اللوغ في معادلة: 
لنفترض بان 


0 - (12)10+1000 
0ذى ب 0041000ماى .. 
9 - :101 جح 22026.46579 - 1000 +102 .. 
١01000‏ 
10 


- 09 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (3) أساسيات التفاضل والتكامل 


مثال (3.29) اللوغ في معادلة: 
لنفترض بأن (د-مم-”)ء و (ه-مم-2) و (ممدم-” 
). وأن 
00 
من خواص اللوغ أن 
(102)ا - 2 هلح 119 


(2 - )32 - بر)صا - (2 - تر)ما + زر - بر)صا .. 
(24 + :2)ما - (2 - نر)(3 - نر)ما .:. 


نطبق قاعدة جعل الطرفين أساً للعدد النيبري (©)» كما 
يلي : 


(024 )مام (2-)(3- )مام 
4 - :2 - (2 - بر)(3 -رر) .:. 
7-18-0- تدك 20:1-04- 6بدنوةد 3و 


9- بر ,2 ح بر جح 0 - (9 - بر)(2 + بر) .:. 


عند التعويض في المعادلات الأصلية» يتضح بأن ( إ 
2 - -) ليست مقبولة لأنها سالبة القيمة» واللوغ لايقبل 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (3) أساسيات التفاضل والتكامل 
قيما سالبة. وبالتالي تكون (9 - 7) هي الجذر 


الوحيد. 
]. مثال (3.30) استعمال اللوغ والعدد (6): 


لدينا الاقتران (الدالة) 
أ رلك د بر 


عند تطبيق اللوغاريثم الطبيعي نحصل على 


»ماج + امآ / + ع صا يه ع نر مآ 
م +[ 0[ 6 + يم - 


لأن (1-م7). ولو افترضنا أن صيغة النهاية (1771) 


“(7/ع + 1) بسي 
مه ج مر 
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قوارة فى انر مبادىء الاقتصاد الرياضي (3) أساسيات التفاضل والتكامل 


فإن (©)يكون مرفوعة للقوة (:)؛ أي أن (:5«مجم-ء 
)» حيث (2) عدد حقيقي. ولو كانت صيغة النهاية 
"0 تاي 

19ةدة رج - “ني ). وتكون هاتان الصيغتان دالتين في 
المكقد (). فكلما تغيرت )0 تغيرت قيمة (م) و 
(”م) تبعاً لذلك. 


(3.7)صيغة المُضاعفة(1'017:110 ©1001/51111): 
كم من الوقت يحتاج المتغير كي يتضاعف حجمه؟ 
حتح فى وريب بك عاتن جامية دي 
الأنشطة المتعلقة بالاستهلاك والإنتاج» أن نتعرف 
على الزمن الذي تحتاجه الظاهرة كي تتضاعف في 
والح لبد لعل المي ريصيام 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (3) أساسيات التفاضل والتكامل 


الحالة وا كما يلي: لفترض أن () ترمز للمتغير الذي 
نريد أن نتعرف على سلوكه عبر الزمن» وأن (7) هي 
نسبة النمو في المتغير (عادة ما تكون 96 سنوياً) 
و(”) لعدد الفترات الزمنية التي يحتاجها المتغير كي 
تتضاعف قيمته» (عادة ما تكون بالسنوات).يمكننا 
صياغة المشكلة كما يلي: 


"م +2)1 - 21 


وبناء م ذلك فإن 
( + )ملم + (1 )صا - (1)صا+ (2)مآ 
(2)طا _ 


+)س1 53 





بالتعويض عن (”/) في الصيغة النهائية نحصل على 


قيمة(72). 
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عبدارزاق بني هاني 


مبادىء الاقتصاد الرياضي 


(3) أساسيات التفاضل والتكامل 


جدول (3.3): السنوات المطلوبة كي تتضاعف قيمة 


المتعير 


المتغير 


عدد السكان» قوة 
العمل. الطلبة 
وديعة بنكية. 
استهلاك الماء 
والغذاء 

استهلاك 
الوقودوالطاقة 
الكهربائية 
السيارات ووسائط 
النقل 

استهلاك الهواتف 
النقالة 

الطلب على المساكن 








السنوات المطلوبة 
المتفد ضعف ما 
هي دان 

20.15 

11 

177 

45.ظ2 

13 

1.5 
































عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (3) أساسيات التفاضل والتكامل 
الأراضي غير 2 355 
المزروعهوالتصحر 
الفقر والجريمه ١.5‏ (16.65 











يحتوي الجدول (3.3) بعض الأمثلة البسيطة؛ 
والمهمة؛ التي تساعد في وضع الخطط السليمة لتوزيع 
الموارد» وقد حسبت السنوات المطلوبة بناء على نسب 
نمو افتراضية» وهي قابلة في للزيادة أو النقصان» 
حسب واقع الحال. 


1 (3.8)/الدوال المركبة والعكسية( 005/1 0111) 
5 ! مداع |١١١١‏ 3110): 


تُعرّفالدالة المركبة بأنها دالةٌ حقيقية في دالة 
حقيقية أخرى. ومثال على ذلك أن ()في 


«4 


ددم )ار د 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (3) أساسيات التفاضل والتكامل 


هي دالة في الدالة (عصعه- ومع )ء نم في قيمة (2)6 
حيث ((2)؟)» هي أس ثابت نابيّر(6). وعادةً ما 
تكتبالدالة المركبة بالصيغة الرياضية التالية: 


1/7 8)0( 


او بالضيفة 


871 )( 


وتعني الأولى أن يتم تقييم ((: ؟) أولاً ثم (/). أما 
الثانية فيتم تقييم ((/) أولاً ثم (). والأمثلة التالية 
توضح ذلك. 

.|١‏ مثال (3.31/ الدالة المركبة: 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (3) أساسيات التفاضل والتكامل 


كتوق روفرف الخالة 


102+0- () ل 


وهي دالة مركبة من الدالة 


0 ثررة - (جر)ع 


إذن تكون الدالة المركبة (7) كما يلي: 


((«)ع) ر - (م)ع ل 


وبالتالي يمكننا الحصول على (40,)» مثلآ» كما 
يلي : 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (3) أساسيات التفاضل والتكامل 


0 - 10+ 5)0(2 - (2)ع 
0 - 20 + (10)30- (2)ع”/ .. 


حيث تم تقييم ((0)؟) عند (2) فكانت النتيجة (30)» 
ثم تعويض النتيجة في الدالة ((0)/) فكانت النتيجة 
(320). 

دعنا نعكس عملية التقييم» أي أن نبدأ بتقييم ((0/) 
عند (2). أي 


20-0 + (10)2- (2)/ر 
0 -10+ 5)40(2 - (2)م/ ”م .:. 


نلاحظ أن النتيجتين النهائيتين مختلفتان» ويرجع 
السبب في ذلك إلى الدالة التي تُقَيم أولاً. والشكل 
(3.13) يوضح آلية عمل الدالة المركبة» وفيه نتخيل 
الدالة وكأنها آلة مركبة من أجزاء مختلفة» بحيث 
تدخل الأشياء على هيئة معينة في أحد الأجزاء. 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (3) أساسيات التفاضل والتكامل 


وتخرج منها على هيئة مختلفة» ثم تدخل هذه الأشياء 
المختلفة في جزءِ آخرء وتخرج منه على هيئة مختلفة 
كماما عن المبتقين السا قتي 

شكل وا الدالة المركبة كآلة مركبة 


جوع الآنة | 6 
ٍِ بيد ا 0 





الجزء الثاني الو 2 الأول أخضر 


شين السياق أعلاه دعنانقيم الدالة المركبة(” د وتم دار 
)عند (2-). 
إذن فإن 


- 4 ع (5)2 + 0ه - (2) عو 
وم - (2)/ حم 9 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (3) أساسيات التفاضل والتكامل 


وعند (0-2) و (3<-6) ا تكون 


*(...27182818) - ثم - (2)ثر در 

قمنا في الفصل الأول بتعريف الدالة» ووضعنا شرطأ 
لوجودها. ويقضي هذا الشرط بأن تقابل كل قيمة 
للمتغير المستقل قيمة واحدة»؛ وواحدة فقط للمتغير 
التابع. وعلى سبيل المثال نجد أن أية قيمة للمتغير.هم 
في الدالة 


32 + 2 ح نر ع (2) ل 


تقابلها قيمة واحدة فقط من المتغير (2). وإذا استطعنا 
أن تُعرّف المتغير () بدلالة المتغير:ن؛ مع الالتزام 
بشوظ وحوة الكالةه تكون فى هرقن بها تنم الدالة 
العكسية ل ((2). وتعمل الدالة العكسية كآلة تتكون 
من جزئين» تدخل الأشياء في الجزء الأول على هيئة 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (3) أساسيات التفاضل والتكامل 


مُعينة» وتخرج منه على هيئة أخرى» ثم تدخل في 
الجزء الثاني» وتخرج على الهيئة التي دخلت بها في 
الجزء الأول( الدالة // )ء كما في الشكل (3.14). 
شكل (3.14): الدالة العكسية ترجع الأشياء كما 


كانت 
لل دم 
6 0ه 660 © 8 
كم كه 5 ده 
دعنا نطبق هذا المفهوم على الدالة م, أعلاه» حيث 


:31 + 2 ح بر ع (2) ل 


منها نجد أن 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (3) أساسيات التفاضل والتكامل 


وهي الدالة العكسية ل «م,» وعادة ما تكتب بالصيغة 
التالية: 


فط نمه 
كر 1 


0. مثال(/3.32/الدالة العكسية: 


لنفترض أن لدينا الدالة (0<..:.-.مم -,). تكون الدالة 
العكسية 

(<.* ,)ء كما في الشكل (3.15). ويعمل الخط 
المستقيم (7 -80) المُنبثق من نقطة الأصل عمل 
المراة»ء حيث تعكس الدالة ومعكوسها بشكل مقلوب. 
شكل (3.15): الدالة .-٠(‏ .:.) ودالتها العكسية ( 


0 < عر ل 
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عدار ( اريت عاك مبادىء الاقتصاد الرياضي (3) أساسيات التفاضل والتكامل 





ولابد من الإنتباه بحذر إلى مجال ومدى الدالتين في 
هذه الحالة» وهما محصوران في مجموعة الأعداد 
الحقيقية الموجبة. 


6 مثال (3.33/ الدالة العكسية: 


لنفترض أن لدينا الدالة: (مدصدر). وبالتالي تكون 
دالتها العكسية. 


32-2 - ع د (ج) “ير 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (3) أساسيات التفاضل والتكامل 


شريط أن تكون قيمة الجذر معرّفة (06/7760).أنظر 
الشكل (3.16). 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (3) أساسيات التفاضل والتكامل 


شكل (3.16):الدالة (:+”-.) ودالتها العكسية ( 


يوووا 


2 





23/12 > (بر) ا 
إن الخط المستقيم المنبثق من نقطة الأصل في الشكل 


يعمل كالمراة في تصوير الدالة ومعكوسها. 
مثال (3.34) الدالة العكسية للدالة الأسية: 


ا دب - هم ). . وحيث أن أساس اللوغ 


ّ (()72)» هو الثابت (6)» فإن الإقتران 
العكسي ل (5©) هو ((10)3)» لأنه ينتج عن العملية 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (3) أساسيات التفاضل والتكامل 


السحكويية للعذد النابيري. م ويوضع الشكل: 317) 
العلاقة بين (مدردهمم) و ( مم و لدعم دم) و (د- م 


.) 


شكل (3.17): العلاقة بين الصيغتين: الأسية 


واللوغية 





أما الشكلان (3.18 أء ب) أدناه» فيوضحان الصورة 
البيانية للدالتين (-.-مم) و (0م) والدالتين (.) 
و (:..)» وهما معكوس بعضهما بعضاً. 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (3) أساسيات التفاضل والتكامل 


شكل (3.18) أ: الدالة الأسية (”©6) ومعكوسها 





شكل (3.18) ب: (4) و معكوسها (2602,1) 
9 550 
4 


سي م" 
ل ”7 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (3) أساسيات التفاضل والتكامل 


(0. مثال (3.35) دالتا العرضوالطلب 
العكسيتان |( 1(0©1110110 0110 :(511721 1176156 
202111101121015 


لنفترض بأن دالة العرض ودالة الطلب على سلعة 
القمح معطاة بالصيغة التالية: 


م15-3- ,0 
م2 +10- ,0 


يمكننا الحصول على دالة العرض العكسية ودالة 
الطلب العكسية كما يلي: 
أولاً:دالة العرض العكسية: 


م10+2- 0 
0 ,0 - م2 
كسم 
2 
ثانيا:دالة الطلب العكسية: 
مة-15- ,0 
ب15-0-مة 


اعودم 
3 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي ل اعبات السو والكن 


عند التوازن يكون 


5 هد 
3 2 


5 

0 -0- 
ىم 

2 - 05 
ا ل 


يوضصح الشكل (3.19) حالة التوازن» وهذه النتيجة 
كيبية باتحالة الت قوسلنا إلبما في المتال. دما 
شكل (3.19) 





مثال (3.36)استخدام (©) والدالة العكسية (()77) 
2 حساب الفائدة على القروضص: 

لنفترض بأن شخصاً ما حصل على قرض مقداره 
(100) ألف دينار. 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (3) أساسيات التفاضل والتكامل 
طلب منه تقسيط المد لمبلغ على دفعات شهرية» مقدار 
الواحدة منها (966.67) دينار» ولمدة عشر سنوات. 
فكم سعر الفائدة السنوية الذي يدفعه فلي القرض؟ 
القاعدة العامة لحساب الفائدة هى 


'(مجلم د م,)/ دام 


جيك ترز 110 ) لكامل المبلخ المدقوى كد تهاب 
السنة العاشرة» و زم لمبلغ القراض الأصلي» و 7( 
لسعر الفائدة» و(4) للفترة الزمنية. إذن فإن 


7( +100,000)1 ع (966.67(010) 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (3) أساسيات التفاضل والتكامل 
"'(, + )100,000 > 116,000 


( + 1)هض1 10 + (100,000)م1 - (116,000)ما 
(1+7)ما- 0.014842 


وكيك ان (©) دالة عكسية ل ((17)71+7)» فإن 


م +1- 1.014952689 
67ح 27 


8. مثال (3.,37)استخدام (ع)في حساب الفائدة: 
لنفترض بأن مبلغاً من النقود مقداره (1000) دينار 
وضع في حساب توفير» يُعطي معدل فائدة مقداره 
(905) سنوياً. وقد بقي المبلغ في الحساب لمدة (5) 
سنوات. يمكننا استخدام العدد (©) في حساب الفائدة 
المتراكمة على المبلغ من خلال الصيعغة التالية: 


"مرك - (1)مر 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (3) أساسيات التفاضل والتكامل 


حيث ترمز () للمبلغ عند انتهاء الفترة الزمنية لوجود 
المبلغ في الحسابء و (/) للزمن» و(م م) للمبلغ 
الإبتدائي» و (#) لسعر الفائدة. 

عند الفترة (0 ح 4)» يكون المبلغ: 

2)0( - 100027777 - 10001 0 

عند نهاية الفترة (1 ح 4)» يكون المبلغ: 

1 ح- (1.051271096) »1000 - 100020939197 ع (1)مر 
دينار» وهكذا. ولابد من ملاحظة أن النتيجة النهائية 
أكبر من مبلغ (1050) الذي نحصل عليه في حالة 
سعر الفائدة البسيط أو سعر الفائدة المركب لسنة 
واحدة. ويعود السبب في ذلك إلى أن سعر الفائدة 
البسيط يُراكم المبلغ لمرة واحدة عند نهاية كل فترة 
زمنية على حدة» وبالتالي فإن مبلغ الفائدة لايدخل في 
حساب الفائدة مرة ثانية. وفي حالة سعر الفائدة 
المركب؛ تدخل الفائدة المتحققة إلى المبلغ الأصلي 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (3) أساسيات التفاضل والتكامل 
وتجني فائدة إضافية» مسعرة بمعدل الفائدة نفسة. أما 
عند استخدام العدد (6) فإن الفائدة تتراكم بشكل 
مستمر على مدار الساعة. ولهذا السبب يسمى سعر 
الفائدة في هذه الحالة سعر الفائدة المستمر 
(0111120111101712© ©1016 111161:©51 0115 ©0011111111)» 
وهو السعر المستخدم في النظام المصرفي في هذه 
الأيام. وتكون الفائدة المتراكمة للسنوات الخمس كما 
يلي : 

7 0 00057 - (5)م 

يُعطينا الجدول (3.4) مقارنة بين الفائدة المتراكمة 
على مبلغ (1000) دينار تم إيداعه في حساب توفير 
بفائدة معدلها (05/) سنويآء لمدة (5) سنوات» وذلك 
حسب كل صيغة من صيغ سعر الفائدة: 

جدول (3.4) 

السنة سعر الفائدة اسعر الفائدة سعر الفائدة 
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البسبيط المركب المستمر 
1 50 50 500 
2 100 11.5 11171 
3 ]1 5 (|161.534 
4 200 6 221.403 
5 250 02 +2604.0254 


تخيّل الفرق في الفائدة المتحققة لوكان المبلغ مليون 
دينار» مثلاً! 










المبلغ 
الإجمالي 


الإبتدائ 
الفائدة لإبتدائي 














مثال (3.38)الدالة العكسية: 
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كتوق روفرف الخالة 


“د د برح )ار 
بأخذ الجذر التكعيبي للطرفين» نحصل على 
دز ع - “زومر 


وهي الدالة العكسية ل ((8) /). 
5. مثال (3,39/دالة الإدخار العكسية: 


لنفترض وجود دالة الإدخار التالية: 


27 + 75 - (2[)ى 


حيث ترمز (5) للإدخار الوطنيء و (1) للدخل 
المتاح. وبناءاً على ذلك تكون دالة الإدخار العكسية 


5- 55 - 7ح (ى) تير 


2019 


عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (3) أساسيات التفاضل والتكامل 


ويوضح الشكل (3.20) دالة الإدخار (سءدجد-ص:) 
التي يقع مجالها في الأعداد 
الحقيقية الموجبة» ومداها في الأعداد الحقيقية» مقارنة 
مع دالتها العكسية 

( 5تو+وه-«-رىم) التي يقع مجالها ومداها في 
مجموعة الأعداد الحقيقية الموجبة فقط. 





أما الدالة العكسية ( تكد دوم ) فتأخذ الصورة 
المُبينة في الشكل (3.21) أدناءحيث ننظر إلى الدخل 
(37)» في هذه الحال» كدالة في الإدخار(5). 
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شكل (3.21):الدالة العكسية الإدخار 





705-7237588 ري 


7. مثال (3.40) اللوغ في العمليات الحسابية والدوال 
العكسية: 


46م . 


لنفترض أن: 


ع 


6 3 تر بم 193-ر 
37/43 دمر ل ودر 
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يمكننا استخدام اللوغ الطبيعي» أو العشري أو لأي 
أساسء» في حساب حصيلة كل منها.وتكون نتائجهاء 


ع 


ا 


(43)صاع (37)ما ع (43 » 37)ما < رما 
1- 


وحيث أن اللوغ الطبيعي:.: هو العملية العكسية 
للعددم» فإن 


2.1 5 
وح 7 


6 
1- نر .:. 


كك بع 


٠ 


2---ح (19)م1اة ع نمآ 
02 - 9م 3 


195” - 9 


بعد التقريب 
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1 
ام - (12)43 - (37)م1 ع نر ما 
8ن ب اطان 0 

6 ح-ح رن 
ىك 

9 -- (9)م1/5(1) - نرما 
يي 0 رمام . 
1-8 در 
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لا. مثال (3.41)اللوغ الطبيعي وحساب متوسط نسبة 
النموة. 


لنفترض بأن قيمة الناتج المحلي الإجمالي(ن م ج) 
في العام (1989) كانت(1100) مليون دينار» 
وكانت(1790) مليون دينار للعام (2009). يمكننا 
حساب متوسط نسبة النمو (7) في (ن م ج) خلال 
الفترة (1989-2009)» وهي عشرون سنة» بواسطة 
الصيغة البسيطة: 


09 -ح-ح (12)1100 - (1790)ما ع عد 


بالقسمة على (7)» وهي عدد السنوات» نحصل على 


8_- تسمى هذه الصيغة الصيغة اللوغاريتمية للنمو (01711114/ 701017[1ع 711[11111هع10). 


204 
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024345272. ةن 





4 22 1 0023م 
102464-1-706 نر 


للتأكد من الإجابة نعوض في معادلة النمو كما يلي: 


02 2)20( -110001+ 0.02464(29 - 1790 


عل 'الححفة اغااه: 


5ظ20 
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اسئلة الفصل الثالث 

إذا كان عدد سكان الأردن في بداية العام 2013» 
وكان ينمو بمعدل (7/2.3) ويا فما هو العدة 
المتوقع في نهاية العام 2010 ؟ 

قارن بين الفائدة المحسوبة شهرياً على مبلغ مليون 
ديناراذا كانت الفائدة: بسيطة» مركبة» ومستمرة. 

أوجد 


2 > (2+3) مع10 





أوجد 

21 + روح 102 

أوجد جذور المعادلة التالية: 
21 دو 

0 2+2 


لديك مبلغ (1000) دينار في حساب توفير يعطي 
ربحاً بمعدل (04.8/) سنوياً. كم عدد السنوات التي 
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أوجد قيمة المتغير في المعادلة 


8 - 4-:2/ صا+ 6 





در 
2و- 1+3 


جر 


237 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (4) أساسيات الرياضيات المالية 


4 
1". مبادىء الرياضيات المالية 
5 اال لمتعمممع 
تعتبر الرياضيات المالية تطبيقاً مباشراً للمبادىء 


الأساسية التي تعلمناها في الفصول الثلاث السابقة: 
ويُقدمُ هذا الفصل الأساسيات الضرورية التي تقوم 
عليها الرياضيات المالية. ونبدأ بالتذكير بصِيّغ النمو 
التي تعلمناها في الفصل الثالث» وتطبيقاتها في مجال 
أسعار الفائدة. فقد تعرفنا على ثلاث صيغ أساسية 
هي: سعر الفائدة البسيطة» وسعر الفائدة المر' كبة 
وسعر الفائدة الستمرة. 
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أسعار الفائدة 






51 


المركبة 





وفي سبيل تذكير الطالب بالصيغ الثلاث» دعنا 
نضرب المثال التالي» ونقارن بين النتائج التي نحصل 
عليها: 

تم إيداع مبلغ من النقود مقداره (1000) دينار يُعطي 
فائدة سنوية معدلها (705). وبناءاً على ذلك تكون 
الفائدة المتحققة خلال (5) كما يلي: 

الفائدة المتحققة من الفائدة البسيطة: 

0- 10000,0525 م سر م دم 

الفائدة المتحققة من الفائدة المُركبة: 


ج 1276.28- :(10000.05 - (5)م - '(م + )يم - مام 
8 -1000- 1276.28 - ]7 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (4) أساسيات الرياضيات المالية 


الفائدة المتحققة من الفائدة المستمرة: 


ج 1284.025 - 1000279357 - (5)م - "ووه - )طم 
5 - 1000 - 1284.025 - 1 


(4.1) إشارةالجمع (5182 2102 تبات عط1): 
كثيراً ما نستخدم إشارة الجمع ( ) (515102) في 


الرياضيات المالية» لأنها هل العمليات الحسابية؛ 
ومعرفة النتيجة النهائية في كثيرٍ من الإحيان. 







بداية الفترات الزمنية 
التى يبدأ عندها 


97 
وثقراً: مجموع المتغير(:) من (1 - )) إلى 
(12).وعندما تتعقد المسائل الحسابية» أو تكون قيم 
المتغير الذي يتم جمعه متشابهة لكل فترة من الفترات 
التي نجمع بهاء يغدو من السهل والأفضل استعمال 
طرق الجمع السريعة. 
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فذان. ([4) مدقن إققاره الحم: 
5710-10+10+10+10+10-0 
مثال (4.2)معنى إشارة الجمع: 


00 - 100+ 100+ 100 - 5 
مثال 4.3 معنى إشارة الجمع: 
10 10 10 10 10س 
مثال (4.4 معنى إشارة الجمع: 
20+20-0 +20 - (10»2) + (10»2) + (10»2) - (2 >0 57 


مثال (4.5) معنى إشارة الجمع: 


5 1 1 : ٍ 
0 0-7 رقي 3 رقا رمت رد 


مثال (4.6) استعمال إشارة الجمع: 


4 
( 37+ د + 37 - وبزة + 332 + 317 - 231 


121 
مثال 4.7 استعمال إشارة الجمع: 
[< - 7< + رن - 22 + ررس كاج -(م 0 


(4.2) قواعد إشارة الجمع: 
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1. في ما يلي القواعد العامة لاستعمال إشارة 
الجمع: 
قاعدة العدد الثابت (2) المجموع (2) مرة: 
2 
قاعدةالمتغير (<) المضروب بالثابت (3): 
له - سرج 
قاعدةالمجموع أو المطروح: 
لوي 


قاعدقمجموع المربع: 

0 د22 - 229 + ,نز ,2 + 7) ح “(رروع+ 2 
قاعدةالمجموع على أكثر من فترة: 

8 - 1 2 

مثال (4.8)مجموع ثابت مضروب بمتغير: 
5 - 2 
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5 +5 ح (5+ 30 
1-1 121 


مثال (4.10) مجموع المربع: 

دم 6 + رو (9+ ,6+ - + 2 

مثال (4.11)الجمع على فترتين: 

5 - 10+15 - (5+5+5)+(5+5) - 5ر5 +225 - 25 
(4.3)صيغة غاوس في الجمع المتتالي ( 6121155 
ره" ): 

طور كارل فريدريك غاوس (731155) .1 .1) صيغة 
جمع للأعداد المتتالية» فأصبحت من أشهر وأكثر 
الصيغ استعمالاً. 


بُقال بأن مُعلم الصف الذي كان يدرس فيه غاوس (1777-1855) كان كسولاً. وكي يحصل 
على قسط من النوم في غرفة الصفء أراد المعلم الكسول أن يُلهي طلبته بجمع الأعداد من (1) 


إلى (100). وقد التهى التلاميذ بالجمع لمسألة تأخذ منهم؛ في العادة» وقتاً طويلاً للحصول على 
الإجابة. لكن التلميذ غاوس استطاع أن يُعطي الإجابة الدقيقية خلال مدة قياسية. وأصبحت 





إجابته صيغة رياضية معترفاً بها في كل الأوساط العلمية في عهده. 
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على سبيل المثال لو أردنا جمع أعداداً متتالية وكاملة: 
ابتداءاً من (1) وحتى (100).: مثلآء كما في الصيغة 
أدناه» يمكننا بواسطة صيغة غاوس أن نحصل على 
النتيجة بأسرع وقتء كما يلي: 


الاح باد د 






اسك كد 
11-0 دك ان ]9 كرد 0 





ا د 


فقد وضع غاوس الأعداد المُراد جمعها في صفين» 
...رك ,3 ,2 ,1 
...7 ,8 ,9 ,10 


11, 11, 11. ]1.... 


ومن ذلك استنت ستنتج قاعدته الد ليور : 


”- من السهل استنتاج صيغ مشابهة بالتجربة والمثابرة. 
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2 
4+7 لحرن "+ (1 +70 
2 2 


حيث ترمز (2) للعدد النهائي» شريطة أن تكون 
الأعداد متتالية وكاملة. ومن هذه القاعدة: 


1000100+1( 0 
2 


1+ 2+ 3+ .... + 98 + 99 -100- - 0 


4. (4.4) معدل العائد على الاستثمار( 01 92316 
(11)11019اع111اكع ١١١‏ 011 ١!الاآ‏ 8 


العائد على الاستثمار هو أبسطمعدل يتم استعماله 
لمعرفة كفاءة الاستثمار. ويُعرف رياضياً كما يلي: 


تم 
له - رزمر 
9 


1 


حيث ترمز (1) لقيمة المكاسب المتحققة من 
الاستثمارء بما فيها كلفة الاستثمارء و(,) لكلفة 
الاستثمار. وعلى سبيل المثال» لنفترض بأن أحدنا 
استثمر مبلغاً مقداره (1000) دينار عند بداية السنة 
وأصبحت قيمة الاستثمار في نهاية السنة (1200) 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (4) أساسيات الرياضيات المالية 


ذيئار. ويثاءا غلى .ذلك يكون معدل العائد .على 
اك 2١‏ آر: 


1200-0 - وج 
1000 


8. (4.5) القيمة الحالية للتدفق النقدي ( + معوع,م 
(7 ا راعنا ا ١/3‏ 0 ع0111ا1 0150 


الذي يتم تخفيضه:؛ بناءاً على معدل خصمء لتعكس 
القيمة الحالية للنقود. وتعرف رياضياً كما يلى: 


- ا عسي امكتكابم 
”لم +]) (7+]) م  )]+‏ “بل 


حيث ترمز (0) للتدفق النقدي المتوقع في الفترة (]): 
و (1) لمعدل الخصم. وعلى سبيل المثال» لنفترض 
أت التدفقات النقدية المتوقعة من استثمارٍ ما هي 
(100) دينار سنويآء لمدة (5) سنوات. ويمكننا 
حساب القيمة الحالية للتدفقات النقدية (/2101) بناءاً 
على معدل خصم معينء قد يكون معدل التضخم أو 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (4) أساسيات الرياضيات المالية 
سعر الفائدة السائد» 4 اية قيمة مختارة. ولنفترض بان 
٠. 0 ٠.‏ 
1١0 100 100 100‏ 100 _ 100 


5 
7- + + + + 3 - 017ام 
"(0.05) *1.059) “0.05 0.057 1.05 '(70.05 


أي أن القيمة الحالية للتدفق النقدي (100) الذي 
يستمر سنوياًء لمدة (5) سنوات» هي (432.9477) 
دينار.(أنظر الشكل (4.1)). 

شكل (4.1): القيمة الحالية مع الزمن 





(4.6) القيمة المستقبلية للتدفق النقدي( ©1"1]111 
(117)عن1ة1): 

تُعرف القيمة المستقد لمستقبلية([1”7) للتدفق النقدي الحالي 
((7اط) عبطة؟؟ المعوعرم) بأنها القيمة التي تتراكم 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (4) أساسيات الرياضيات المالية 


كلذل الستقل ,على فترات.مهددة: وكعرسة برياضها 
كما يُعرَف سعر الفائدة المُركبة» كما يلي: 

[7 - ]اط‎ ) 1+ 7١“ 
لنفترضء على سبيل المثال» بأن مبلغاً من النقودمقداره‎ 
»)10( دينار قد تم إيداعه في حساب لمدة‎ )1000( 
يُدفع فائدة معدلها (010؟) سنوياً. وبناءاً على ذلك‎ 
تكون القيمة المستقبلية عند نهاية السنة الخامسة:‎ 
:))4.2( (أنظر الشكل‎ 


- "(1000)01.1- مر 


(10/) عكوها 
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22202 


2500 7 









4-100001+0.1(' 


لخيعطهيهبيججه:ةه: 

(4.7)سعر (معدل) الفائدة الإسمي( 110121221 
() عتدكا أدعرعام1): 

هو معدل الفائدة السنوي المتفق عليه. وعادة ما يتم 
مراكيقه الأكان من مره خلال اللهنة,.وعلى مدي 
المثال (1090 - ,5) سنويآء يُراكم مرتين أو أربع 
مرات في السنة. 

(4.8) سعر الفائدة الفعال(( )1216615 ع11اع1]1]16 
ع1) علةكا): 

هو معدل الفائدة الذي يتم مراكمة الفائدة بناءاً عليه. 
وقلى سييل: المذال لو كان معدل الفائذة الاسسعن. ( ا 
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6 -)» يراكم أربع مرات في السنة» فإن معدل 
الفائدة الفعال 


4 
70 -ح-ح [1[- لكي حم 


©. مثال (4.12) سعر الفائدة الفعال: 
لنفترض بأن مبلغاً من النقود مقداره (1000) دينار 
تم إيداعه في حساب لمدة سنة» ويعطي فائدة معدلها 
(010؟9) سنويآء يتم مراكمتها (5) مرات في السنة. 
ويناءا علق ذلك يكون سعد الفاقدة لفسا 
6 ح- [1- 0 1 


المبلغ عند نهاية السنة كما يلي: 


5 
1 - وك + 10000 


ولو تمت مراكمة الفائدة مرة في كل الشهر. لكان 
معدل الفائدة الفعال 
010) 


12 
1-86- كير يس 
12 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (4) أساسيات الرياضيات المالية 


وكان المبلغ الإجمالي عند نهاية السنة 


(0. (4.9) سعر الفائدة الحقيقي ( أوع/ع1١١!‏ اهع59] 
() 8316 : 


عادة ما تتعرض الاقتصادات إلى ظاهرة التضخم» 
التي بدورها تعمل على تآكل القوة الشرائية لوحدات 
النقود. 

في هذه الحالة يتم حساب سعر الفائدة الحقيقي» وذلك 
بإدخال معدل التضخم ((12]6)1 101136102) في 
معادلة سعر الفائدة الإسميء كما يلي: 


م +1 
2 زر 


1 حك 
1+7 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (4) أساسيات الرياضيات المالية 
عا. مثال (13 ,4/سعر الفائدة الحقيقي: 
لنفترض بأن سعر الفائدة الإسمي هو (1040 -,1)» 
وأن معدل التضخم هو (590- 4). وبناءاً على ذلك 
يعون 
010 


1-9 ند دم 
105 


وكلما ارتفع معدل التضخم انخفض معدل الفائدة 
الحقيقي. وقد يكون سالب القيمة إذا كان معدل 
التضخم أعلى من معدل الفائدة الإسمي. 

(4.10) معدل العائد الداخلي ( 01 18816 1061021 
(كلك11)م سباع خا ): 

يُعرّف معدل العائد الداخلي(11816) بأنه سعر الفائدة 
أو الخصم الذي يجعل القيمة الحالية للتدفقات النقدية 
مساوية للصفر. أي أن: 


6 6 53 55 0 
)+ 7# )1+ 792 2 )]+ 77(" 











56 020 7 
ل واكم 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (4) أساسيات الرياضيات المالية 


حيث ترمز (مك) للاستثمار الابتدائي» و 0©) 
للتدفقات النقدية المتوقعة. وكلما كان استلام المبلغ 
عاجلاً ارتفع معدل العائد. وعادة ما يتم استعمال 
معدل العائد الداخلي في إقرار الإستثمارات المقترحة 
أو العزوف عنهاء وذلك بناءاً على افتراضين: 1) 
هناك كلفة فرصة بديلة للمال المُستثمّر. 2) يتم إعادة 
استثمار التدفق العائد من الاستثمار. وتكون التدفقات 
النقدية في بداية الاستثمار سالبة القيمة» ثم تأخذ 
بالتصاعد التدريجي إلى أن تصل إلى القيمة الموجبة 
المتوقعة» كما في الشكل (4.3). 


شكل (4.3) 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (4) أساسيات الرياضيات المالية 








وكي نحصل على حل للمعادلة» أعلاه» لابد من 
حساب قيمة (11:12) التي تجعلها مساوية للصفر. 
وعادة ما يتم حساب (*111) بالتجربة والخطأء أو 
باستخدام الرسم البياني للحصول على قيمة تقريبية» أو 
باستعمال برنامج حاسوب متقدم 

مثلإكسل ([1ع©:©).وفي تعطن الأهات: لمكن 
الحصول على (1101) ذي معنىء أو معقول. 

مثال (4.14) معدل العائد الداخلي: 

لنفترض بأن استثمارا بقيمة (1000) دينار يُعطي 
عائداً متوقعاً مقداره (300) دينار سنوياً» لمدة خمس 


سنوات. وفي هذه الحالة يكون ال (12:آ1): 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (4) أساسيات الرياضيات المالية 
5 71 
١‏ 5 اللشيات وك لت ا مك--0 
لاا +1) ادر لاا +1) ادر 


06 -ح زر .:. 


]. مثال (4.15) معدل العائد الداخلي” 
لنفترض بأن استثماراً بمقدار (1000) دينارء» يعطي 
عوائداً سنوية لمدة (5) سنوات» كما يلي: 





السنة |التدفق 
النقدي 


في 


(6 
-0 
500 
400 
500 
200 
100 5 


يعون معدل العائد الداخلي بياستعمال برنامج الإكسل 


جارح | درا حل 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (4) أساسيات الرياضيات المالية 


400 500 © 
1 +01 18 +1 لوده 
010 200 500 
“عرس +]) “(برسر +) 7(برسر +) 
02 ح 0ر1 
©. (4.11/ متوسط العائد المركب (المتوسط الهندسي) 
ع4 01 واناأع8] 01 ع31] عأراء١60111©‏ 
(919) ماناأع ا 01 ع531/: 


يُعطي المتوسط الهندسي معدل العائد على الاستثمار 
لكل فترة» إذا تم حساب العائد لعدة فترات. ويُعرف 
متوسط العائد الهندسي رياضياً كما يلي: 











1- ( ++ ])»... »ازور 1) ازور +1) زم +1)/؛ - برعرن 
وعلى سبيل المثال» لنفترض بأن استثماراً بمقدار 
(1000) دينارء أعطى فائدة معدلها (79615) للسنة 
الأولى و (708) للسنة الثانية»ء و(05؟7) للسنة الثاثة. 
وبناءاً على ذلك يكون متوسط معدل العائد السنوي 
للفترات الثلاث كما يلي: 


1 
018 - 1/0.15(< )1.08(* )1.05( -1- )1.3041(5 -1 - 54 


307 








عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (4) أساسيات الرياضيات المالية 


أي أن متوسط معدل الفائدة خلال السنوات الثلاث هو 
(09.254/) سنوياً. ولو تم وضع المبلغ في حساب 
يعطي (09.254/) سنوياً لمدة ثلاث سنوات» لكان 
المبلغ النهائي كما يلي: 

13043 - *(1000)01.09254 - قم)م 

وهو نفس المبلغ الذي يتحقق خلال السنوات الثلاث 
بمعدلات فائدة (15/) و )06 و(2)/5 5 
التوالي. 


1]. (4.12) المدة التي يحتاجها مشروع استثماري 
لاستعادة الكلفة 0ن زرعط عا وطابروم): 


تعتبر المدة الزمنية التي يحتاجها أي مشروع لاستعادة 
كلفة الاستثمار من أهم عناصر عملية وضع الموازنة 
الرأسمالية (ع511086]12 1621م02). كما أنها من 
المعايير المستعملة في تقييم المشاريع الاستثمارية. 
وكلما امتدت المدة زادت المخاطر التي يتعرض لها 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (4) أساسيات الرياضيات المالية 


التمويل» من حيث القيمة الحالية والمستقبلية» ومخاطر 
تقلب الأسعارء وكلف الإنتاج. ولا تقيس هذه الطريقة» 
في العادة» ربحية المشروع: ولا تأخذ بعين الاعتبار 
القيمة الحالية للتدفقات النقدية التي يولدها المشروع. 
دعنا نفترضءعلى سبيل المثال» بأن كلفة مشروع ما 
بلغت (75) ألف دينارء وأنه يُدرٌ تدفقاً نقدياً مقداره 
(7) آلاف دينار سنوياً لمدة (15) عاما. 

نحصل على عدد السنوات (0) التي يحتاجها المشروع 
لاستعادة الكلفة بقسمة الكلفة الكلية(:16©0) للمشروع 
على التدفق النقدي السنوي (0): 


100 76 در 
6 


ولو اتوكينا النقة في التسسان للرضيوك إلى قرار 
اقتصادي عقلاني» لابد من حساب القيمة الحالية 


- 1 
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(21017) للتدفقات النقدية» باستعمال سعر خصم 
مقبول. 

مثال (4.16) مدة استعادة الكلفة من مشروع 
استثماري: 

لنفترض بأن كلفة استثمارٍ ما بلغت (250) ألف 
دينار» ويتوقع أن يولد تدفقات نقدية كما يلي: (20) 
ألف دينار في السنة الأولى» و(70) ألف دينار في 
السنة الثانية» و (84) ألف دينار في السنة الثالثة» و 
(115) دينار في السنة الرابعة» و(80) ألف دينار 
في السنة الخامسة. 

السنة التدفقات التدفقات 
التراكمية النقدية 


4 


)0 -0 

4+20,000--0 

+70,000---0 
+854,000 -0 
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12 حم رح | درأ 

















عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (4) أساسيات الرياضيات المالية 


4+ (39,000+ 115,000+ 
د 80,0001+119,0000+ 


يمكننا وضع هذه التدفقات في الجدول المرفق» يحتوي 
العمود الأيمن التدفقات التراكمية» التي تبداً بالكلفة, 
وتتناقص بإضافة التدفقات خلال السنوات الخمسء أما 
العمود الأيسر فيحتوي التدفقات النقدية نفسها. 

ما نلاحظه في الجدول بأن المشروع احتاج أكثر من 
(3) سنوات» وأقل من أربع سنوات كي يستعيد كلفة 
الاستثمار. وتحديداء فقد ارتفع التدفق التراكمي من (- 
66) ألف دينار في السنة الثالثة» إلى (39+) ألف 
دينار في السنة الرابعة. وبقسمة (115) ألف دينار 
التي تدفقت في السنة الرابعة» وتوزيعها على (12) 
شهراء بواقع (9583.3333) ديناراً للشهر الواحد 
نجد بأن المشروع احتاج إلى (3.8) سنة كي يستعيد 
كلفة الاستثمارء وأن الفائض كان (119) ألف دينار. 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (4) أساسيات الرياضيات المالية 
|. (4.13) السناهية ((ملل) /زأأنا١11ا4):‏ 

تُعرّف السئناهية بأنها تدفقات نقدية» ثابتقودورية» يتم 
استلامهاء أو دفعهاء عند بداية كل فترة» أو عند انتهاء 
كل فترة. وعادة ما تكون الدفعات» إما شهرية» أو 
ثلاث مرات في السنة» أو أربع مرات في السنة» أو 
مرة واحدة في السنة. ومثال عليها الرواتب التقاعدية 
الشهرية؛ أو أقساط التأمين ضد الشيخوخة:؛ وما شابه. 





تُقسم السئناهية إلى نوعين أساسيين: 1) الستناهية 
العادية((4 ) ]321111 0101131777)» وهي الدفعات 
التي تتم عند نهاية كل فترة زمنية. 2) السناهية 
المُستحقة ((ح4) 011 301113)» وهي الدفعات 
التي تستحق عند بداية كل فترة زمنية. ومن هاتين 
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هعارز افك ان مبادىء الاقتصاد الرياضي (4) أساسيات الرياضيات المالية 


السناهيتين يتم اشتقال 3) السناهية المؤجلة 
(ااتتاصمة لعترع1ع0). 


ل. (4.13.1) القيمة المستقبلية للسُناهية العادية 
4 
لنفترض بأن أحدنا يتلقى تقاعداً نقديمقداره (1500) 


مار عد عابة كل منت ولفدة 0 مسترت بايا 
ويقوم باستثمارهاء مباشرة. ين حساب خاص يُعطى 





المبلغ المدفوع أو 3 المقبوض عند نهاية كل فترة 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (4) أساسيات الرياضيات المالية 
يمكننا حساب القيمة المستقبلية لهذه التدفقات كما 

يلي : 

يتم استثمار المبلغ المقبوض في نهاية السنة الأولى 
لمدة (5) سنوات فقطء بسعر فائدة مقداره (903.5). 
وبالتالي تكون القيمة النهائية للتدفق النقدي الأول» 
ابتداءاً من السنة الثانية وحتى نهاية السنة السادسة: ( 
دده - :روده.1500)» وذلك باعتبار أن التدفق النقدي بدأ 
عند انتهاء السنة الأولى» أي بداية السنة الثانية 

يتم استثمار المبلغ المقبوض في نهاية السنة الثانية 
لمدة (4) سنوات فقطء بسعر فائدة مقداره (703.5). 
وبالتالي تكون القيمة النهائية للتدفق النقدي الثاني 
ابتداءاً من السنة الثالثة وحتى نهاية السنة السادسة: ( 
728 - “15000035 ) . 

يتم استثمار المبلغ المقبوض في نهاية السنة الثالثة 
لمدة (3) سنوات فقطء بسعر فائدة مقداره (903.5). 
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وبالتالي تكون القيمة النهائية للتدفق النقدي الثالث, 
ابتداءاً من السنة الرابعة وحتى نهاية السنة السادسة: ( 


. )15000.035:( - 7 


شكل (4.4):القيمة المُستقبلية للستناهية العادية 


الفترات الزمنية 
القيمة المستقبلية 
١ 2‏ 5-5 5 للللبللبم 


أ 






150001.035(7 - 7 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (4) أساسيات الرياضيات المالية 


يتم استثمار المبلغ المقبوض في نهاية السنة الرابعة 
لمدة (2) سنة فقطء بسعر فائدة مقداره (9/63.5). 
وبالتالي تكون القيمة النهائية للتدفق النقدي الرابع» 
ايتذاءا من السدة الخاصية وحن فقهاية السنة السافيية: 
( عمد تومه ممدر) . 

يتم استثمار المبلغ المقبوض في نهاية السنة الخامسة 
لمدة (1) سنة فقطء بسعر فائدة مقداره (9/63.5). 
وبالتالي تكون القيمة النهائية للتدفق النقدي الخامس» 
ابتداءاً من السنة السادسة وحتى نهايتها: ( 

525و - '15000.035) . 

يتم استلام مبلغ (1500) عند نهاية السنة السادسة. 
ومجموع هذه المبالغ يساوي القيمة المستقبلية للتدفقات 
النقدية المتوقعة. ويمكننا تمثيلها بطريقة الأسهم كما 
في الشكل (4.4).وحيث أن طريقة حساب القيمة 
المستقبلية للسناهية العادية بطريقة الأسهم قد تصبح 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (4) أساسيات الرياضيات المالية 
معقدة» ومتشابكة» فإن بإمكاننا استعمال الصيغة 
السهلة التالية» وهي أكثر دقة: 
مسقت إن - رربم 

: 
حيث ترمز ((117)4) للقيمة المستقبلية للسناهية 
العادية» و (00) للتدفقات النقدية لكل فترة» و (1) 
لسعر الفائدة. وفي المسألة الحالية تكون القيمة 
المستقبلية للسناهية العادية كما يلي: 


)1+0.035(5-1 


- 58 
0025 


150 - مام ا 

وهذه القيمة مطابقة للقيمة التي حصلنا عليها بطريقة 
الأسهم. ويمكن تعديل الأرقام حسب واقع الحال» لينتج 
قيماً مستقبلية مختلفة. وعادة ما يُسمى المقدار 


1- “م +]) 
7 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (4) أساسيات الرياضيات المالية 
>. معامل القيمة المستقبلية للسناهبة العادبة 
( /[آانا 13101١ © 31١ 311/١‏ عناات/١‏ ع الا ألا 
زم ه)ع)/)). 

(4.13.2) القيمة الحالية للسناهية العادية (م40): 
لنفترض بأن أحدنا يتلقى تقاعداً نقدياً مقداره (1500) 
دينار» سنوياًء لمدة (5) سنوات» وأن سعر الخصم (أو 
الفائدة أو معدل التضخم) هو (6-3.590). يمكننا 
حساب القيمة الحالية لهذه التدفقات» اعتباراً من نهاية 
السنة الأولى» بطريقة الأسهم؛ كما في الشكل 
(4.5). 


شكل (4.5): القيمة الحالية للمئناهية العادية 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (4) أساسيات الرياضيات المالية 





المجموع. [-7992.829 


يديك إن القية الدالية للشاهية قد سس معد 
خاصة إذا كثر عدد التدفقات النقدية» فإن بإمكانتا 
استعمال صيغة أكثر دقة» وهي صيغة معاكسة 
لصيغة القيمة المستقبلية» كما يلي: 


مشللنا بن رمم ناجرم 
2 


319 





عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (4) أساسيات الرياضيات المالية 


حيث ترمز ((0) /101) للقيمة الحالية للسناهية 
العادية» و (0) للتدفقات النقدية لكل فترة» و (7) 
لسعر الفائدة. وفي المسألة الحالية تكون القيمة الحالية 


6 - 
دع ووو ١‏ 101010950 
00 


00د - (و4) 17م 


وعادة هأ يبسمى المقدار 
سكع 


7 





1. معامل القيمة الحالية للسْناهية العادية ([ 11 © 1695م 
13101١ 01 31١ 016011131١‏ عناادهنا 
١/8 [‏ 2 /زأنا١١1/).‏ 


(4.13.3) السناهية المُستحقة (حك): 

تتم التدفقات النقدية في السئناهية المستحقة(م4) عند 
اواك كر ريد ردك يد تحنيض قييه الميلخ 
المدفوع أو المقبوضء لفترة زمنية مبكرة (عاجلة)؛ كما 
يلي : 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (4) أساسيات الرياضيات المالية 


بداية كل فترة زمنية 





ل محا 
وفي الحالة أعلاه» نبدأ من الفترة (0) ونتوقف عند 
نهاية الفترة (5). مما يعني بأن حساب القيمة 
المستقبلية يتم بناءاً على (6) سنوات.» أي (6-0-6). 
ابتداءاً من السنة (1) وانتهاءاً بالسنة (6). في حين 
يتم حساب القيمة الحالية بناءاً على (5) سنوات» فقط. 
لنفترض بأن أحدنا يدفع مبلغا مقداره (1500) سنويا 
لحساب صندوق إدخار تقاعديء ويتم دفع المبلغ عند 
بداية السنة (وليس نهايتها)ء لمدة (5) سنوات. وأن 
سعر الخصم (أو الفائدة أو التضخم) كان (703.5). 


321 





عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (4) أساسيات الرياضيات المالية 
يتم حساب القيمة المستقبلية للتدفقات النقدية للستناهية 
المستحقة» بطريقة الأسهم كما في الشكل (4.6): 
شكل (4.6): القيمة المُستقبلية للسناهية المُستحقة 


2 


]1500( ]0500[ ]0500[ ]0500( ]1500[ ]1560[ 





1500)1.035(: -5 
1500010352 -4 


150001.035(3 - 7 


150001.035 -8 
1500)1.035(3 -3 


سمسع [-1016911 
وعندما يكثر عدد التدفقات النقدية» يصعب علينا 


حساب القيمة المستقبلية بطريقة الأسهم» ويغدو من 
الضروري اللجؤ إلى صيغة أكثر دقة. وهذه الصيغة 
في 
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117 م احتقية © - (ريه)‎ +١ 
وعند تعويض ما لدينا من قيم في الصيغة؛ أعلاه؛‎ 


 - 1‏ (0.035 ا اللتلالن مد - (ررك) 117 

دعنا الأن كمس القئمة الحاية لتنا هية اللمكطلة 
ولنفترض بأن أحدنا يدفع 50 مقداره (1500) دينارء 
في صندوق تقاعديء عند بداية كل سنة» ولمدة (5) 
مرت رع حا اليه شايةين ال إن 
وحتى نهاية السنة (5)» كما في الشكل (4.7). 

فقن (40:7)» القبة السالية الباعادية اللامن 
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00 











وحيث ان عدد التدفقات النقدية قد يرتفع يشكل مربك» 
فإن بإمكاننا اللجؤ إلى الصيغة البسيطة التالية 
للحصول على القيمة الحالية للستناهية المُستحقة: 

+ م متسر > - (ريه) طم 

عند تعويض ما لدينا من قيم في الصيغة؛ أعلاه 
نحصل على ما نلى: 


6ه 5 
قد - روجمه 0 ا ١‏ 1500 - ريل لاط 
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وهو المطلوب. وثسمى القيمة .م 150-! |معامل 
القيمة الحالية للسئناهية المستحقة. 

مثال (4.17) القيمة المستقبلية للسئُناهية العادية(خطة 
تقاعدية): 

لنفترض بأن محمداً قد بلغ (30) سنة من العمرء 
ويرغب بالتقاعد عندما يبلغ (60) عام : 

تقوم الشركة التي يعمل بها محمد بتخصيص (710) 
من راتبه الشهري البالغ (5) الاف دينار وتودعها في 
حساب خاص بتقاعد الموظفين. ويقوم محمد 
بتخصيص (100) دينار شهرياً من راتبه» ويودعها 
في حساب التقاعد نفسه. 

ما هو المبلغ الذي يتوقع أن يجده محمد في حسابه 
عندما يتقاعد» إذا كان معدل الفائدة (905) سنوياًء ثتم 


مراكيكة النهريا؟ 
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لدينا في هذه المسألة (360 - 1230 -0) شهراًء 
و (600 - 100+ 5000 0.10 -ك0) دينار 
شهرياً. و سعر الفائدةهو (05- 25" - ,): شهرياً. 
وبناءا على ذلك تكون القيمة المستقبلية للسناهية 
العادية (بالدينار) كما يلي: 
25 - 0 رون د روف) /ا] 

/|. مثال (4.18) الدفعات المطلوب لإطفاء السند: 
بتاريخ (01/01/2013) أصدرت شركة الطباعة 
العربية ننكدا عكماكيي! إسمية(7721101 326]) مقدارها 
(100,000) دينارء بسعر فائدة (610,) سنوياًء 
ويستحق بتاريخ (31/12/2022).ماهو المبلغ الذي 
ينبغي على الشركة إيداعه في حساب إطفاء السند. 
إذا افترضنا بأن الإيداعات تجني فائدة سنوية معدلها 
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(9010)؟ يمكننا حساب معامل القيمة المستقبلية 
للتاكية العادية: 


10 4 
0 5. 2 . / مدو 


مما يعني بأن الدفعة السنوية( 8/10©14م 3011121 


(45)) التي على الشركة أن تودعها في حساب 


10101000 


5 - - 
4ظه.صظ1 





ل. (4.14) السناهية المؤجلة ( ا0ع/ع11ع06] 
/[آانا١/١411):‏ 


تقضي بعض الحالات تأجيل دفع أو قبض السُناهية: 
لعدة فترات. وعلى سبيل المثال» يقوم بعض 

الأشخاص بتأجيل وضع الخطة التقاعدية» لأغراض 
الحماية من الشيخوخة؛ لعدة سنوات. وفي هذه الحالة 
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تدخل الفترة الزمنية» التي يتم فيها تأجيل الدفع أو 
القبضء في حساب القيمة الحالية أو المستقبلية. 
لنفترض بأن أحدنا أراد أن يقبض مبلغاً مقداره 
(1000) دينار سنوياًء لمدة عشر سنوات» لكنه يرغب 
بسحب كل مبلغ أعتباراً من السنة (7). فما هو المبلغ 
المطلوب إيداعه؛ الآن» في حساب يعطي فائدة 
معدلها (5/) سنوي > 
لمدة عشر سنوات 

طلم 

لتثثم _و5ببببببببام 

86 [كم 2 إقم 8 8 6 5 2ه 8 ه 8 8 
يمكننا استعمال معامل القيمة الحالية للسُناهية العادية 


-_ -0 
1-)1+7( _1-0.05( 1 
005 


2 


مما يعني بأن القيمة الحالية» وحتى نهاية السنة 
السادسة» لكل المبالغ التي سيقبضها في المستقبل 
هي 


23258 
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7 - 27.7217 1000 
أما القيمة الحالية لهذا المبلغ حتى بداية السنة الأولى 


هي : 
112115 


1 ل - 07اصر 
(1.05) 


وهو المبلغ المطلوب إيداعه الآن. 


0. مثال (4.19/: السناهية المؤجلة: 
لنفترض بأن السيدة نوراشترت تأميناً تقاعدياً يبدأ في 
الأول من كانون الثاني (يناير) 2009» يُعطيها اربع 
دفعات متساوية» قيمة الواحدة منها (1500) دينار» 
بحيث تقبض الدفعة الأولى في الأول من كانون 
الثاني (يناير) 2013. 
ماهي كلفة التأمين» إذا كان سعر الفائدة (905)؟ 
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يمكننا استعمال معامل السناهية العادية(مم257)2)) 
وتوضيح المسألة كما في الشكل (4.8). 


*(1.05)-1_]|”(م+)-]1 
02000005 


6 - - (م4) /آصر 


شكل (4.8) 







مب 0سا | “ضخلكط | ربرعم نرم 


05 





أولاً: يتم الحصول على القيمة الحالية للسناهية العادية 
لمبلغ (1500)» سنويآء لمدة (4) سنوات. وقد بلغت 
هذه القيمة (5318.9258) دينارا. 


3.546 21500 -8 


شكل (4.9) 


2330 


عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (4) أساسيات الرياضيات المالية 


83 0 سس 
2258 
اي ل - (3) 7[وم 





ثانياً: يتم الحصول على القيمة الحالية لهذا المبلغ 
حتى بداية السنة الأولى» بتخفيضه لمدة (3) سنوات 
متتالية» كما في الشكل (4.9).» مما يعني بأن كلفة 
التأمين التي ينبغي على السيدة نور دفعه» بالدينار 
يوم (1/1/2009) هي 


«4 





469و - 5 ا 33 - رق رادم 
(1.05) 
م. مثال(4.20) تقسيط مبلغ الدينياستعمال السناهية 
المستحقة: 


أشترى خالدُ بيتاً بقيمة (10) عشرة آلاف دينار» واتفق 
مع البائع على تقسيط المبلغ على عشر دفعات 
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سنوية» بسعر فائدة مقداره (68؟) سنويآء على أن يبدأ 
الدفع الآن. فما هو مقدار الدفعة السنوية؟ 

سككدا تمان دا القنياة انهالنة الرقاهة 
المستحقة: 


0- _- 
ومدد جد ووب 1-0080 


0 - 


مما يعني بأن القسط السنوي (8112) يبلغ 


10000 ص 
1109 


ام-1 
7 


- 9 
]1[ [ق]‎ ...0 2... ..٠١ ]8( ]8[ ]10[ 





أ ا ل 0 

©. (4.15) حساب سعر السهه10: 
يتأثر سعر سهم الشركة المساهمة العامة بجملة من 
العوامل الموضوعية وتوقعات الأفراد والشركة نفسها 


7!- يعتمد الشرح عن الأسهم والسندات في هذا الجزء على ما وضعه المؤلف في كتابه " مبادىء الاقتصاد الكلي " وهو في طريقه إلى 
الطباعة. دار وائل للنشرء عمان - الأردن» 2013. 
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عن أرباحها المستقبلية» ومعدلات التضخم في 
المتوقعة. 

لنفترض بأن شركة الاتصلات الأردنية تتوقع توزع 
أرباح مقدارها (1.5) دينار للسهم الواحدء خلال 
السئوات العشر القادمة. وأن حاملي السهم يعتقدون 
بأنهم سيبيعوا السهم بسعر (7.0) دنانير بعد عشر 
بنكو انك 

يُمكننا استخدامالقيمة الصافية الحالية (51(17) في 
حساب تدفقات الأرباح الموزعة» ويكون سعر السهم 


(,100 
“[(2 +م) + 1]” 


حيث ترمز (61(776) للقيمة الصافية الحالية لتدفقات 
الأرباح من السهم و(()19)0) لتدفق الأرباح الموزعة 
الفائدة الخالي من مخاطر فشل الشركة» و(ع1) لعلاوة 


3233 
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مخاطر حمل السهم. ويضاف إليها القيمة الصافية 
الحالية لسعر السهم المتوقع استلامه بعد عشر 
سنوات. ولو كان (0.1 -) و(0.05 -ع1)؛ فإن 
الدغن الحاتي للسهم يكون :كما يلى: 


0 ٍِِ ا - رضي 
7 "15 0 '(2)1.15 


تؤثر توقعات حملة الأسهم عن أسعار الأسهم في 
المستقبل على سلوكهم الاستهلاكي والاستثماري الآن: 
وتؤثر في الإنفاق الكلي والإنتاج الكلي في الفترة 
الراهنة. ولو اختلفت المعلمات (0312312026166175) التي 
استخدمناها في الحساب» صبعونا أو هيوط: فإن 
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الأفراد» ويتأثر سلوكهم الاستهلاكي والاستثماري جراء 
ذلك. 

لنفترض بأن شركة الاتصالات تتوقع زيادة الاباح 
الموزعة بنسبة (05؟) سنوياً على مدار السنوات 
العشر القادمة. وفي هذه الحالة لابد من تضمين 
المقام بهذه المعلمة. وسدؤدي إلى تخفيض قيمة المقام 
بمقدار (2)0.05 والى زيادة سعر السهم في الوقت 
الحالي. 


89 (4.16/ سوق السندات زاععا13/! ' 801105 


السند (2020) أداةٌ دين» وهو من الأدوات التي تدر 
دخلاً ثابتاً على حامله. ويُعرّف سوق السندات بأنه 
البيئة الحاضنة لإصدار وبيع وشراء السندات» وفي 

مقدمتها السندات الحكومية» وسندات المؤسسات 
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رالشركات القبرى: وين هذا الميرد يموده 
وتشريعاته» بتمكين المدخرين من شراء السندات» 
وتحويل رؤوس الأموال(1621م032) إلى الجهات 
المُصْدرة» التي تحتاج إلى رؤوس الأموال لتمويل 
مشاريعهاء أو البدء بمشاريع جديدة' '. والسند هو 
شهادةٌ نْصّدَرُ بناءاً على عقدٍ بين طرفين: المُقرض 
(162061) و المُقترض (1ء60115017)» يوافق فيه 
المُقرضٌ على إقراض مبلغ مُحددٍ من المال إلى 
الممقترض لقاء سعر فائد ةثابت (ومنامح)2! يدفعه 
50007 
القرض مع الفائدة المستحقة على السند ب تاريخ 
الإاستحقاق (ع]02 (10211111]9). وقد يتضمن عقد 
السند استلام الفوائد مرة أو أكثر خلال فترة العقد. 


!!- على الرغم من السمعة الإعلامية التي تحظى بها أسواق الأسهم في بعض البلدان» إلا أن أسواق السندات أكبر وأضخم من أسواق 
الأسهم بعدة مرات» وذلك بسبب حضور الحكومة كمُّصدر للسندات في هذه الأسواق. وقد بلغت قيمة سوق السندات الأمريكي»: وحتى نهاية 
الربع الثاني من العام 2011 ما يزيد عن (32) ترليون دولار. (الترليون - ألف مليار). 

7'-هكذا التسمية الغربية لسعر الفائدة على السند. 
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وحتى تاريخ استحقاق السند. وعادة ما يْصدَرُ السند 


والوكااك الخكرمية والشركات الخاضية الكترى» يما 
فيها شركات مشاريع الإسكان. 


5. (4.17) أنواع السندات: 
تأتي السندات على أشكالٍ متعددة» ومختلفة من حيث 
الجهة المصدرة:» وتاريخ الاستحقاق» وسعر الفائدة 
المدفوعة» و القيمة الأسمية (72116 ©520]) للسند 
نفسه؛ وبعض الشروط الأخرى؛ ومنها على سبيل 
المثال إعفاء الفائدة على السند من الضريبة أم لا. 
وتختلف أنواع السندات» أو ما يشابههاء من دولة إلى 
دولة» لكنها جميعاً تتشابه بالهدف الذي صَّدّرت من 
اجلهء وهو اقتراض السيولة النقدية لأمدٍ طويل. 
ويُعتبر سوق السندات الأمريكي من أكبر وأكفأ أسواق 
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السندات على المستوى العالمي. ولهذا السبب 
يستخدمه الاقتصاديون والدارسون معياراً يقاس عليه 
كل ما يتعلق بالسندات وأنواعها وطريقة حساب أسعار 
الفائدة عليها. وفيما يلي أهم أنواع السندات» وأكثرها 
انتشارا بين الدوك: 

أذونات الخزينة (8111 .1) 8111 /إ,ناكمه1]6): يتراوح 
تاريخ استحقاقهاء في العادة» بين رُبع سنة (13 
أسبوعاً) إلى سنة كاملة. 

السند ذو الفائدة الصفرية ( 00117201 -7,610 
95 01 م5111 01 180205): يتراوح تاريخ 
استحقاقها بين نصف سنة إلى (30) سنة.ولايقصد 
بكلمة الصفرية بأن حامل السند لايجني أرباحاً من 
السندء لكن طريقة دفع الفائدة تلزم حامله أن ينتظر 
إلى تاريخ الاستحقاق كي يقبض القيمة الأسمية للسند 
والفائد معاً. ومع ذلك تقوم بعض الحكومات بفرض 
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عرسي ارا نان اهيا ين حاون لبد 
وتاريخ استحقاقها متغير. 


1. السند المُعاير على معدل التضخم (-111/!2311011! 
ا الاكةءع١1‏ أ0ع)اع0١١):‏ 


يتم تعديل الفائدة على السند مع مستوى الأسعار 
العام. فإذا ارتفع مستوى الأسعار ترتفع معه الفائدة 
المحسوبة» وإذا انخفض مستوى الأسعار انخفضت 
الفوائد المدفوعة. وتاريخ استحقاقها متغير. 

سندات خزينة (1) (820205 (3ق116235101): قد يمتد 
تاريخ الإستحقاق إلى (10) سنوات. 

سندات خزينة (2) (وع]210 '(116265101): يتراوح 
تاريخ الإستحقاق بين سنتين و(10) سنوات. 

سندات مدعومة بديون عقارية (-ء28ع71016 
5ع لعاعة0) 147 يذ .متل هذا 'السقة مف 


3 ثعتبر وكالات الولايات المتحدة فاني ماي (142! 1/0711:6) وفريدي ماك (عه11 1760012) من أكبر المؤسسات على المستوى 
العالمي» التي تُصدر مثل هذا النوع من السندات. وقد تعرضت هاتان المؤسستان إلى أزمة ديون شديدة في العام 2007» وحتى كتابة هذا 
الجزء. 23 . 
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الموساك الكارب 1 نيم سور 1 بي د 
قطاع معين مثل الإسكان. وقد يمتد تاريخ استحقاقها ل 
(30) سنة. 

سندات البلدية (80205 21م3/1110101): تصذر هذه 
السندات من البلديات بهدف جمع السيولة النقدية 
لتنفيذ المشاريع البلديات في البنى التحتية. وعادة ما 
تكون مُعفاة من الضرائب» وتاريخ استحقاق متغير. 
سندات الشركات الكبرى (80205 0010012146)): 
وهي السندات الرئيسة التي تصدرها شركات القطاع 
الخاص. وعادة ما تتميز بتواريخ استحقاق متغيرة: 
وأسعار فائدة أعلى من الفوائد على السندات 
الحكومية. ويعود ذلك إلى سببين: 1) ارتفاع مخاطرة 
عدم الوفاء (1151 غ01612101) من الشركة مقارنة 
بمخاطر السند الحكومي. 2) أثر الإزدحام الذي 
يحدثه الإقتراض الحكومي. لكن سندات الشركات 
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الكبرى قد تتميز بصفتين مرغوبتين: 1) قابلية 
التحوّل (00276101616) إلى أسهمء أي التحول من 
أداة دين إلى أداة مُلكية. 2) قابلية الإطفاء أو 
الإسترداد قبل تاريخ الإستحقاق ( 012 ع0211361) 
01م بمععلع]). 

وعادة ما تُصنف السندات حسب الآمان الذي تمنحه 
الجهة المُصدرة. وعلى سبيل المثال يُصنف السند ب 
(444) إذا كانت مخاطر عدم السداد أقل ما يمكن» 
وهو سند أفضل من السند المُصنف ب (-15)»: أو من 
السند المُصنف ب (0))» وهذا الأخير يُسمى ( علمتلال 
0هط). 


لا. (4.18) حساب سعر السندء 
يحمل السند عند إصداره قيمة أسمية مثبتة عليه 
شمى (173106 ©1282 01 721116 31م)» إضافة إلى 
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تاريخ استحقاقه (ع]023 '7إ1031611111)» وسعر الفائدة 
(00م6011) الذي يدفعه» ومدته بالأسابيع أو الأشهر 
أو السنوات. وقد تكون القيمة الأسمية» على سبيل 
المثال؛ (1000) دينارء من مستحقة بعد عشر سنوات”' 


حبحب 





0 3 ع 


مم 601 اع م؟ 6إاء 6 
عوسعم 0 3/61 صيعلا 


10م 76قابعيرة 





يتم تسعير السند بناءاً على أسعار الفائدة السائدة. فإذا 
كانت الفائدة التي يدفعها السند أعلى من أسعار الفائدة 


14س تنين صورة السند أدناه المعلومات التالية: الشركة المُصدرة وهي (تإاتهص1من) ع تاععاظ لستعد ) الأمريكية» و قيمة السند 
الإسمية ومقدارها (1000) دولارء الفائدة السنوية ومعدلها (3.590 - 7016 001:707)» ومدة السند (20 - 7) سنة» وتاريخ الإستحقاق» 
وهو (الأول من مايو/أيار 6)). 
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السائدة» التي تجنيها أصولٌ مالية أخرى» فإن تسعير 
السند يكون ب علاوة إصدار (016120111102 36)» ويزيد 
بد 2 بن عرو امار ين افر على 
سعر فائدة يدفعه الأصل المالي الآخر وعلاوة إصدار 
السند. واذا كان سعر الفائدة الذي يدفعه السند أقل من 
أسعار الفائدة السائدة فإن تسعير السند يكون ب خصم 
إصدار (01500112]6 ]3). ويعتبز معدل العائد 
المطلوب (71610 0ع1©01111) على السند سعر الفائدة 
الذي يعرضه مُصدر السند كي يجذب المستثمرين 
نحو شراء السند المُصدر. وعادة ما يكون معدل العائد 
الذئءيدفعةه اليتد أغلى.من المتوسظ العائه نيعار 
الفائدة. ويُسعر السند بناءاً على مجموع القيم الصافية 
الحالية ((8717) 721065 016562+6) لكل الفوائد 
المتوقعة التي يدفعها السند(223/1161]5 0011201)» 
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مضافاً إليه ال (577) لقيمة السند الأسمية. وتستخدم 
الصيغة التالية في حساب سعر السند: 


001 5 022( 7- 8 
"زم + “بلست 7 


حيث ترمز (م15)و (')) لدفعات الفائدة المتوقعة» وهي 
ثابتة» للسند العادي» من أول دفعة إلى آخر دفعة”!. 
وهي سئناهية عادية (/إ]3110101 (010111339). وترمز 
(2) لعدد الدفعات و (1) لسعر الفائدة (معدل العائد 
المطلوب)؛ و (283) لقيمة السند الأسمية» و(]) 
للزمن. 


/. مثال(4,21)سعر السندء 
لنفترض بأن سندا ما يحمل قيمة إسمية مقدارها ( :7283 
0 م-) دينارء ويدفع معدل عائد مقداره (560)» 
لمدة (10 - 1) سنوات» أي أ العائد (50 -0)) 


”'- لانتحدث عن السند الذي يدفع فوائداً مرتبطة بمعدل التضخم (أنظر أنواع السندات). 
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سنوياً» وأن العائد المطلوب (596 - 3) سنوياً. وبناءاً 
على ذلك يكون السعر الحالي للسند كما يلي: 

مما يعني بأن هذا السند يُباع ب القيمة الإسمية؛ فقط. 
لو افترضنا بأن العائد المطلوب كان (1060 ح- 1)؛ 
وأن المعلمات الأخرى بقيت كما هي عليه» لكان سعر 
السند كما تلىئ: 


1000 1610 كك 


ست" 8 
10 “01 سك 5 


مما يعني بأن السند يُباع ب علاوة خصم. 

من الممكن أن يدفع مُصدر السند الفائدة على السند 
على أكثر من دفعة في السنة. ولنفترض بأنه يدفع 
العائد مرة كل ستة أشهرء أي مرتين في السنة. وأن 
العائد المطلوب انخفض إلى (460 - 17). 

يمكننا حساب سعر السهم بتقسيم الفائدة السنوية 
المطلوبة إلى جزئين (2690 - 1/2)» ويكون عدد 
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الدفعات في هذه الحالة (20 - 2)» بواقع ( - 0/2) 
5) للدفعة. ويكون سعر السند كما يلي: 
1000 25 - 


+ 76 
7 2 )002( 22 


مما يعني بأن السندء في هذه الحالة» يُباع ب علاوة 
إصدار15. 

االا. مثال (4.22إسعر السندء 
لنفترض بأن لدينا سنداً ذو فائدة صفرية (-2610 
13 يحمل قيمة إسمية مقدارها ( - :181 
0)) ومدة استحقاق (5 - 2)»: والعائد المطلوب 
هو (1090 - 1). 
لايستلم حامل هذا السند أرباح السند وقيمته الإسمية 
إلا عند استحقاقه؛ لكن العادة جرت على حساب سعر 
السند بافتراض أن الفائدة المستحقة ثُدفع مرتين في 
السنة» وبالتالي فإن عدد الدفعات المفترضة خلال مدة 


6- لو تم حساب الجزءٍ الثاني من سعر السند بالقسمة على (1.0447).» لكان الفرق قليلاً وقابل للإهمال. 


316 





عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (4) أساسيات الرياضيات المالية 


الاستحقاق تكون (10) دفعات» بواقع (05؟) من قيمة 
السند الأسمية. ويكون سعر السند كما يلي: 
1000 


01 0 - مرق 


ويعود السبب في انخفاض سعر هذا السند بأن حامله 
لايستلم قيمة السند وأرباحه إلا وقت استحقاقه. 





لا. (4.19) مؤشرات العائد على السند 
يقوم متخصصو التمويل» في العادة» بحساب بعض 
المؤشرات (معلمات) (0231231061615) ويستخدموها في 
قاين اللحائة. .على السبفة وويظة يفدة |الاتتكقاق رميو 
السند» وفيما يلى يغضن المؤشرات البامة 
(4.19.1) معدل العائد على السند الدائم (المُستدام) 
(]3 64111139م061): تقوم بعض الحكومات بإصدار 
سندات فون اث تهذة تاريخاً لاستحقاقه» وتدفع لحامله 
الفوائد المستحقة طالما بقي السند دون إطفاء» أو غير 
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تشترداء .زفق :هذه النتدات ها سه "السنف الداقه 
(لطهط لقتذاعماعم). 

لنفترض» على سبيل المثال» بأن سنداً دائماً يدفع 
(50) ديناراً في السنة» ويُباع حالياً بمقدار (1200) 
دينار. فيكون العائد على هذا السند كما يلي: 


_ 
100 


لعا لسئد العا 
4.1912 سحل القند كي سند لعي( وو روج 


- 787 





7 


© ): لنفترض بأن سنداً يحمل قيمة إسمية مقدارها 
(1500) دينار ويدفع معدل فائدة مقداره (97012) 
بناءاً على ذلك يبلغ العائد (م0منامح) 

0.121500 - 0 

(4.19.3) العائد حتى تاريخ الإستحقاق ( 60 51610 
22112111 : 
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هو سعر الفائدة الذي يستعدٌ المستثمر لدفعه من اجل 
الحصول على السيولة النقدية الآن مقابل ما يدفعه في 
امسق لوبو عن دن أكدو الوسقاراك :امتهم ا وقد 
فوسو اليد اكه وها نكما عد النتهةام الصيف: 
التالية في معرفة سعر الفائدة (/9/12) الذي يؤدي 
الك سار سكن قزرا العف 13,1 ) بجع اقيض سياف 
الحالية لتدفق الدفعات من السند (12): 

2-7 


207 ,1 7 1 
5 دب اك + 0 
(7711 +]1) "“زل71] +]) 7711  )1+‏ /77/7 +1 


لكن حساب (91731) يحتاج إلى برنامج حاسوب 
متخصص . ويمكننا استبدالها بالخطوات البسيطة 
التالية: لنفترض بأن لدينا سنداً يحمل قيمة إسمية 
مقدارها (1000 - :193)» ويعطي معدل فائدة 
(1060 1216-2 مممنامء) على مدار (5 - 2) 
سنواتء وقد اشتريناه بمبلغ (950 - و©) ديناراًء 
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والدفعات النقدية (231061215017م 02م2011) التي 
نتلقاها (100- 1000 » 1096) دينار سنوياً: 
نقوم بحساب العائد الحالي (100)09ع71 أمعاناء)» 


00 م _ 
0603010 وش 


/و. الربح الرأسمالي )© [02 اهأأموء) 
على السند هو الفرق بين القيمة الإسمية للسند وسعر 

شراء السندء أي (- 1000 - و2 - نرو2 
950-0). وبقسمة الربح الرأسمالي على عدد 
السنوات. نحصل على معدل الربح الرأسمالي 
السنويء ومقداره (10 - 50/5 - 5/ ©©). 
الدفعة السنوية (100 - 82©) + معدل الربح 
الرأسمالي السنوي (10 - 6/58©©) - العائد السنوي 
(خلخسباة: لدسصمة)ء أي أن ( + 100 - 41 
0- 10). 


6 - 0 
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نقوم بقسمة العائد السنوي (414) على سعر شراء 
السند للحصول على العائد الأول حتى تاريخ 
الإستحقاق (9113/11).: أي أن ( - 512311 
70--110/950). 

نطرح معدل الربح الرأسمالي السنوي من القيمة 
الإسمية للسندء أي أن ( - 1000 -(06/8)) - روم 
(990 -10). 

نقوم بقسمة العائد السنوي على الفرق بين القيمة 
الإسمية للسند ومعدل الربح الرأسمالي السنوي» أي 
(11.111 - 110/990) لتنحصل على (5”123/12). 
ويكون 


- 606 


لتلا 95 2 -11711 ار 


2 
للتحقق من الحساب نقوم بتعويض (5017/1) في 
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9 100 1000 

 ).11345(7‏ (11345 )سس 
100 100 0100 
 )1.11345(7‏ 0.11345(2) 1.11345 


حاو 


1000 100 0عن: 
"(1.11345) ”(1.11345) *(1.11345) 


وهو المطلوب. مما يعني أن باستطاعتنا استخدام 
الطريقة اليدوية لحساب (9712/1). 
عند النظر إلى الصيغة 

و 29 ك2 

ينه 
من الشزوحات" المبيئة أغلاه.تنخكد يأ سعر الستذ 
(م180) ينخفض كلما ارتفع معدل العائد المطلوبء» أو 
سغن: الفائة السائة؛ ياعتبازه هذا السعر مؤشرا لمعدل 
العائة المكللوق6 :و ذلك«تسيت وحون معدل الغائدة أو 
سعر الفائدة» في مقام صيغة الحساب المبينة أعلاه 
مما يؤدي إلى انخفاض القيمة الصافية الحالية؛ 
وانخفاض القيمة الإسمية مع نهاية الإستحقاق. أما 
المبرر الاقتصادي الذي يُفسّر هذه العلاقة العكسية 
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عبدارزاق بني هاني 


فهو أن انخفاض أسعار الفائدة» باعتيارها | 
ذهو ان ص 9 1 


مبادىء الاقتصاد الرياضي 


(4) أساسيات الرياضيات المالية 


السائد في سوق النقود» تجعل من السند أداة استثمارية 
جاذبة لمن يملك فائضاً في السيولة ويريد بديلآ عن 


اذواك سوق النقوت. 


يبين الجدول أدناه العلاقة بين (م15) لسند يعطي دفعة 
سنوية مقدارها (100)» ويحمل قيمة إسمية ( 1793 
0--). ومعدل العائد المطلوب؛ أو سعر الفائدة 
السائد هو (:1). 


1 


و 
1 








1148 
.14 
200 





1253 
.9 
50 


1002 
.06 
08 








10 
00 
10 
0 





8310 
78 
15 
0 





00) 
50 
20 
0 


ويوضح الشكل (4.10) صورة العلاقة البيانية بين 
العائد المطلوب» أو سغر الفائدة السائدة وسعر الستد. 
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بزو ص 
ونتيجة لارتفاع (انخفاض) أسعار الفائدة تنخفض 
(ترتفع) الكمية المطلوبة من السندات. 








2. (4.20) منحنى العاندعلى السند ( 0/عال! 
ع/اانا)ء 


شمى العلاقة بين أسعار الفائدة» أو العائد على 
السندء وأجل السند (أي تاريخ استحقاقه) هيكل الأجل 
لأسعار الفائدة ( أ5ع12661 01 ع1نااع تماد مترعا 


65 وعادة ما يتم تمثيل هذا الهيكل بواسطة ما 
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يسمى منحنى العائدء الذي يبين العوائد الممكنة حتى 
تاريخ الإستحقاق (97:123/1) وتواريخ الإستحقاق 
الممكنة (102111111165)» ويقوم بقياس توقعات السوق 
عن أسعار الفائدة المستقبلية بناءاً على ظروف السوق 
الرهنة. ومن هذا المنحنى يستنبط المستثمرون 
معلومات مفيدة عن استثماراتهم في سوق السندات. 
ويأتي منحنى العائد على أشكالٍ ثلاثة: 
ا[. منحى العائد العادي (الطبيعي) 

(ع1115© 9/1610 02011231): هو منحنى متصاعد 
بشكل طبيعيء ولا يجد المستثمرون من خلاله أي 
معلومات مخالفة لتوقعاتهم حول النشاط الاقتصادي. 
فالاقتصاد يسير بشكلٍ عاديء وليس هناك ما يُقلق 
عن حالة التضخمء أو الإنتاج. ويتوقع المستثمرون 
عائداً أعلى للسندات المحمولة لآجالٍ طويلة. ويبين 
الشكل (4.11) منحنى العائد العادي. 
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شكل (4.11) 


منحنى العائد العادي 






اجداحجدة 


هه 


تارب بخ الإستحقاق 


(4) أساسيات الرياضيات المالية 


يبين المنحنى أن طول مدة استحقاق السند تعني 
مخاطرة أعلى يتحملها حامل السند» وتكون أعلى من 
مخاطرة المستثمر الذي يحمل أداة تمويلية قصير 
|الأكل: وبسبيب ذلك لابد أ يعوضه السوق مقابل هذه 


مداه 


4. منحنى العائد الأفقي (المستوي/ ( 0اءآ/ز 1/31 
لاالاء)” يتخذ هذا المنحنىء من تسميتهء الوضع 
الأفقي (المستوي)ء كما في الشكل (12 .4). وهو يعطي 
المستثمرين معلومات واشارات مختلفة. وعلى نحو 
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المستقبل. ويفسره كل واحدٍ منهم بطريقته الخاصة. 


شكل (4.12) 





تاريخ الإستحقاق 
وعادة ما يلجأ المستثمرون؛ في هذه الحالة» إلى أدوات 
الدخل الثابت» لتعظيم ما سمى حالة المبادلة 
(206-017) بين المخاطرة والعائد» ويقللون من 
المخاطرة باختيار أفضل أداة تمويلية في ظل هذه 
الظروف. 

8. منحنى العائد المعكوس (المقلوب) 

(ع17ناء 10ع91 0عا1ء107): يتحقق ذلك عندما 
تكون أخوال. الشوق معاكينة تهاما لحالة متحت العائد 
الطبيعي. ويأخذ المنحنى شكلاً متناقصاء وتكون 
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في الشكل (4.13). 
شكل (4.13) 


منحنى العائد 


ججح 





#* " 8 8 إن نيم كبر ورور ىس 


ا . ل 
قللقلالة 
تاريخ 


ُ لإستحقاق 


يتوقع المستثمرون» في هذه الحال» بأن أسعار الفائدة 
طويلة الأجل ستنخفض في الوقت الذي ترتفع أسعار 
الفائدة قصيرة الأجل. 

0). (4.21/ السناهية الأبدية (/( أنااعماء0): 
تعطي بعض الأدوات المالية» كالسندات», مثلاًء 
سناهية عادية إلى الأبد. وسمى الأداة المالية التي 
تتميز بذلك السند الدائم ( 01 '61611167م12ع12 
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00 611121م261). وعادة ما يتم حساب القيمة 
الفائدة الإسمي. 

اتقتزركن: على سول المثال 4 نان يكذ ذائما تحمل 
قيمة إسمية مقدارها (400) دينار» وأن معدل الفائدة 
عليه هو (708). وبناءاً على ذلك تكون القيمة الحالية 
للسند (217): 


مو - 200 د ررم 
008 
دينار 5 


اسئلة الفصل الرابع 


أوجد قيمة 
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أحسب القيمة الحالية لتدفق نقدي مقداره (2000) 
دينار لمدة (3) سنوات» بسعر خصم معدله (710) 
سنويا ؟ 

ما هو سعر الفائدة الفعال إذا كان السعر الإسمي 
(9620) يراكم (6) مرات سنوياً ؟ 

ما هو سعر الفائدة الحقيقي إذا كان السعر الإسمي 
(615؟) ومعدل التضخم (04؟) سنوياً ؟ 

أحسب القيمة المستقبلية لسناهية عادية قيمتها 
(2000) دينار سنوياء لمدة (3) سنوات وسعر فائدة 
(965). 

إشرح معنى واستعمال منحنى العائد. 

اشترت شركة الصناعات المعدنية آلة بمبلغ (20) 
ألف دينارء واتفقت مع البائع على تقسيط المبلغ على 
(36) شهراًء بسعر فائدة معدله (9010) سنوياً. كم 
قيمة الدفعة الشهرية؟ 
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يمتلك سالم سنداً يحمل قيمة إسمية مقدارها (1500) 
دينار» ويعطي عائداً معدله (7/) وتوا الم عر 
سنوات. والعائد الذي يطلبه سالم الآن هو (9010) 
سنوياً. 

ما هو سعر السند الآن. وهل يُباع بعلاوة أم بخصم ؟ 
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.5 
4. المشتقة وتطبيقاتها الاقتصادية 
1061177177 
1. (5.1) المشتقة: 
تُعرف مشتقة الدالة»عند نقطة ماء بأنها مُعدل التغير 
الحاصل للدالة عند تلك النقطة. عندما تؤول كمية 
التغير الحاصلة للمتغير المستقل إلى الصفرء لكنها 
لا تساوي صفرا أبدا. 
وتكتب المشتقة بالصيعة التالية: 
إذا افترضنا أن لدينا الاقتران النظري المجرد (م, -.). 
فإن المشتقة هي 


0 هتعد سنا _ مرك 
تار مجدعحده عل 
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حيث ترمز ١ه‏ لمقدار التغير الحاصل ل (2:)» وترمز 
(50ذا) إلى الحد الذي تصل إليه الدالة عندما تؤول دس 
إلى الصفرء لكنها لا تساوي صفرا أبدا. أما المشتقة 
الثانية فيتم الحصول عليها باشتقاق المشتقة الأولى 
مرة أخرىء وهكذا يتم الحصول على المشتقات 
الأعلى. 


جد حل مل 


ف تتاف دنا _ مرك 
انار 





8. مثال (5,1/مشتقة الدالة باستخدام النهاية: 
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“ند + عر ) د عط عد ع) ثر د برخ بر 


( “عط ) +عدره + 2ع) - 
وعند تطبيق مبدأ النهاية (1100) على النتيجة تكون 
الصيغة كما يلي: 


1 


ال 0 انين 
3 4 - جه در 
0 جدعل 0 جدجعل 


العم + عهدة + داكن 59 
بطرح (<)1 من طرفي المعادلة نحصل على ( 
لسعم و تسد جل رو عع ان شل اء 
وعندما تؤول مه إلى الصفرء تكون قيمة المشتقة 


د 
01 
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وقد جرت العادة بأن يُرمز للمشتقة الأولى ب (مم) 
وبعض الأحيان ب ص أو رم. وقد ثكتب بالصيغة: 
22 ح )"ل 

أو بالصيغة البسيطة 

/0- 22 

خاصة أن المتغير الذي تم اشتقاقه معروف من 
السياق. وثقراً: المشتقة الأولى للدالة ((2:)]) بالنسبة 
ل (<)» أو (< 01 عمتتام ])» أو (»). وسيتم 
استخدام كل هذه الأشكال في ما تبقى من الكتاب. 


ذكرنا في شرح سابق من الفصل الأول أنه يمكن 
تعريف ميل الدالة عند نقطة ما بواسطة المشتقة» 
وبالتحديد» تُعطي قيمة المشتقة» عند نقطة ماء ميل 
الدالة عند تلك النقطة. 
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شكل (5.1) 
مقاربة المشتقة بالخط القا 
ل : طع 


ٌ 
: 
59 أ 







في الشكل (5.1).: أعلاه» يقطع الخط المُستقيم 
(الأحمر الغامق) منحنى الدالة (الأزرق) عند النقطتين 
(«) و (8+<). وقد أنتجت عملية التقاطع فراغاً 
سيد الشر ضس بيسن ادن فقن 
العدسة المحدبة والمستوية). 
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دعنا نتخيل بأن الخط المستقيم (الأحمر السميك) 
يتحرك؛ تدريجيأء إلى اليمين. مما يعني بأن المسافة 
بين (*) و (0) تنحسر تجدريجياً. وعندما تنخفض 
قيمة (8) وتقترب من (*) - لكنها لا تسويها أبداً - 
تتقلص مساحة المنطقة المحصورة بين الخط المستقيم 
ومنحنى الدالة تدريجياً. وكلمااقتربت (3) من الصفر 
- ولا تساويه - يقترب الخط المستقيم من نقطة تماس 
مع منحنى الدالة» وتقترب مساحة المنطقة المحصورة 
بين الخط المستقيم ومنحنى الدالة من الصفر. وعندما 
تؤول قيمة (3) إلى الصفريصبح ميل الخط المستقيم 
داريا لعل المتهشجة نقطة التقاين: تقد 


في الشكل (5.2)» تحقق التماس بين الخط المستقيه 
ومنحنى الدالة عندما اقتربت (3) جداً من الصفرء 
وكأننا نرى أنها انطبقت على (2:). وعند تلك النقطة 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (5) الإشتقاق التفاضلي وتطبيقاته الاقتصادية 


فقط يتساوى ميل الخط المستقيم مع ميل منحنى 
الدالة. 


شكل (5.2): مشتقة الدالة عند النقطة التماس 
بين منحناها والخط المستقيم 


عند نقطة التماس بين منحنى الدالة والخط 
المستقيم يكون ميل الدالة مساوياً لميل الخط المستقيم 








وفي سبيل تأكيد مفهوم الميل نكرر البدهية المهمة بأن 
ميل الخط المستقيم ثابت على طوله ولا يتغير» في 
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حين أن ميل المنحنى يتغير من حالة إلى أخرى. 
ويتضح هذا المفهوم في الشكل (5.2). 

دعنا تُكرر المشهد مرة أخرى في الشكل (5.3)» حيث 
يقطع الخط المستقيم (الأزرق المتقطع) منحنى الدالة 
عند الزوجين المرتبين (,:..:) و ( :.:+). وفي هذه 
الحال يكون معدل التغير (12) في ميل الخط المستقيم 


أيالتغير العمودي مُقسماً علىالتغير الأفقي. وعندما 
المحصورة بين الخط المستقيم ومنحنى الدالة. وإذا ما 
آلت () إلى الصفر فإن الخط المستقيم يمس منحنى 
الدالة عند نقطة واحدة فقطء وهناك يتساوى الميلان» 
وتكون المشتقة متساوية لكليهما. 

شكل (5.3) 
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تقريب ميل منحنى الدالة( (*)4 - 38 ) بميل الخط 





من نتيجة المثال (5.1)عن الدالة المُربعة (.- مم -, 
)» والمبينة أعلاه تكون قيمة المشتقة[مه- 4)-,.-م” . 
أي أن ميل الدالة (50) عند أي نقطة هو رم. فإذا 
كانت (1 ح)» فإن ميل الدالة هو (:-0:-4). وفي 
الشكل (5.4)»: يمس الخط المستقيم (2:2 - 9) 
الدالة 2 - (1)«2 - 99) عند الزوج المرتب (1,1) ولو 
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كانت (0 ح-<)» فإن ميل الدالة يساوي صفرأًءوهي 
نقطة الأصلء أي أن الميل يتغير من نقطة إلى 
أخرىء وهي البدهية التي تم تأكيدها سابقا. 

لتوضيح معنى ذلكء دعنا نعرّف ميل الخط المستقيم 
بأنه ما ينتج من قسمة التغير العمودي (.ه) على 
التغير الأفقي (.) المبين في الشكل (5.4). وهذه 
القيمة ثابتة على طول الخط المستقيم» لكنها غير 
ثابتة» وتتغير على طول المنحنى الممثل للدالة ( 

.- ممم -م). أما عند نقطة التماس بين الخط المستقيم 
«مددسن و المنحنى (صدهمدد)ء فإن الميلين يتساويان. 
ولهذا السبب نقول أن المشتقة الأولى للدالة متساوية 
مع ميل الخط المستقيم الذي يمس المنحنى. 


شكل (5.4) :مشتقة الدالة عند النقطة (1,1) 
وتماس المنحنى مع الخط المُستقيم 
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مثال (5.2)المشتقة بالأرقام: 


على لد را رن رعس لسرن ب 


وكلها محسوبة من (.-م,-:) و (عدءد). 


يمكننا حساب المشئقة (أي ميل | لمنحنى)؛ عند النقطة 
(10 -<ع). فنرى من الجدولبآن (مه) تؤولإلى الصفر 


0-4 


عندما تؤول (*)إلى (10). لكنها لا تساوي صفراً 
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أبداً. وأن(«ه)تؤولإلى (2) مع اقتراب (.ه) من الصفر. 
أما حاصل القسمة (+.؛..)» وهو معدل التغير في 
الدالة» فإنه يقترب من قيمة النهاية (20). مما يعني 
أن ميل المنحنى عند (10 -2) هو (20 -2:2). 


جدول (5.1) 
نهايك الدالك (دهمم) وافترابها من 2 














حلا /نيث  ١‏ 0ط ) + عكر - (ر)ية د نيدت اعم 5 

- - - |30 
0خ 500 10 20 
5 (17/5 5 15 
8 560 2 |13 
4 4858 2 11 
5 10.75 5. 10.5 
2.1353 1. 10.4 
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1. مثال (5.3) مُشتقة الدالة التربيعية بالأرقام: 


اشترطن هود الذالة 


322-45 دير 


يمكننا حساب معدل التغير في الدالة حول القيمة 
(2-)»: كما في الجدول (5.2). فنبدأنا من (2-20:) 
نحو (2-0.5). وخلال الهبوط نحو (5-2) كان (بمه) 
يقترب من (3) و («.) يقترب من (36))» ويقتربمعدل 
التغير (مد؛.ه) من (11).ونستطيع تصور هذه 
الحركات كما في الشكل (5.5). 
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جدول (5.2) 
اك 0 20 
59 590 10 10 
252 160 5 5 
12 36 
5 5 1 

5 0.25 0.5 


شكل (5.5) 

















0 (0 






لا | عندما يقترب[2] من (2): يقترب 
معدل 





حل 


من (11) 





1 0 1 2 3 


-4 


4 : 2 3- 
لواتفيلنا أن (ومب) يكوق معدل الفخير. ا( ننه وده ): 


مثال (5.4)مشتقة الدالة التكعيبية بالأرقام: 
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"وزعويرة كي تر كين 


“مد جدع) + زد +دع)2 - (نرخ + نر) 


3ط ) + “جل )ءد2 + جل ) تعر + “(مجذاءر + جط ) 22:7 + سخ )2 - نجل 


وعندما تقترب (عه) من الصفرء ولا تساويه. تكون 


نروب و[ 0ا/ دهش ععار] سنا _ مره 


حل مجعم 2ع 


فإذا كانت (2 - <) فإن ميل الدالة عند هذه النقطة 
ب ين ال نري ع رقرب 
الدالة من نهايتها عند (2-2:): دعنا نشكل الجدول 

(5.3) بالطريقة التي شكلنا فيها الجدولين (5.1) و 
(5.2). 


جدول () 


س3 
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نهاية الشانة جر ووو و 


تلكا / نجل برل تجار 1 


6ه 
3.0454 


زرا 
ادحا ساوح دعاص دح 

بج 

هه 

زرا 

هه 

















ع الدالة)؛ يقترب من القيمة (14) كلما انخفضت 
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©. مثال (5.5)المشتقة بواسطة النهاية: 


لنفترض أن لدينا الدالة 


31+ 222 - ()/ < بر 
ماهي مشتقة الدالة بواسطة النهاية؟ 


(تظ جدعر)3 + “جد دعر)2 - جد جدرر) [ 
حلة + عرة + “(رل ) + جل2 + :)2 - 


وعندما تؤول (+ه) إلى الصفر فإن 
حا ل اد 


3 +42 - حت 
الل 4 


مجدحد 6ل 


وحيث أن ميل المنحنى يتغير مع التغير الذي يطرأ 
عليه» فإن قيمه الميل تهبط وتصعد مع الإنحناءات 
التي تحدثء» كما في الشكل (5.6)ء الذي يبين 


شكل (5.6) 
معنى المشتقة للاقفتران 31 + 222 - () كر د بر 
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عندما تكون (1-د) 
فإن ميل الدالة 
يكون (7) 


0 (5,.2/) قوانين ومبادئ الاشتقا ق17: 
عا. اشتقاق الثابت: 


فإن المشتقة الأولى [مدهمم ]ء أي أو مشتقة الثابت 
تساوي صفراً. وهذه نتيجة طبيعية» لأن الثابت لا 


٠ © 
٠ 
.و وي‎ 


7! - راجع ملحق (2.2) الذي يحتوي مشتقات الدوال المألوفة لطلبة الاقتصاد والعلوم الإدارية. 
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]. قانون القوة: 


إدا كانت اعدو رده | حيث (م) عدد حفيقي ثايبت» 
فإن المشتقة الأولى هي 


|[ بوره ص - /] 


أما المشتقة الثانية فهى 


[* 2( - مم -"/] 


©. مثال (5.6) الدالة الخطية: 


لنفترض أن [--]» حيث (3)عدد حقيقي ثابت» فإن 
المشتقتين» الأولى والثانية هما على التوالي ,٠-",.»-من.‏ 
مثال (5.7) الدالة الخطية: 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (5) الإشتقاق التفاضلي وتطبيقاته الاقتصادية 


الدالة 


0 +152- («)ر دنر 
5- تال 


ج- قانون المتغير المرفوع لقوة ومضروب بثابت: 


إذا كانت (سه-مم)» حيث (2,12) أي عددين حقيقيين 
ثابتين. فإن 


1-1 (44 
07 حص د 
)7 0 


مثال (5.8)مشتقة الدالة: 


الدالة 


“رد - () ر 


10 - ودر 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (5) الإشتقاق التفاضلي وتطبيقاته الاقتصادية 


0- و" 
4]. مثال /9 5/ مشتقةالدالة 
الدالة 


5ت خننيت برو 51527 (تز) رادار 
1- عر + “يركد - )"ل 
4 +902 ح زن) ل 


1. د- قانون الضرب: 


إدا كانت [0)ع. )مر د بر] » حيث )5 و(1):2] دالتان قابلتان 


(30) 0(.8) “كر + (6) '30(.8) كر ادن 
0 


|ا. مثال (5.10) المشتقة: 


إذا كانت ( عيضم - رم برض ميق در )ء فإن 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (5) الإشتقاق التفاضلي وتطبيقاته الاقتصادية 


20 + )39 + 5) + (22()3::2 + 3) خرالة 
ل 


24 + 5بر3 + عر10 + 15+ 324 + 9,3 - 


5+ 10 + 123 + #يبر5 - 


1. ه قانون الكسر: 


إذا كانت (صونممدد)ء فإن 


(3) 08 30-1 8207 _ ك4 
“[20)م] 4 


ل. مثال (5,11)مشتقة الكسرء 


ع 


إذا كانت 2 فإن (عوره - موث - 4) أو حسب 
3 


قانون الكسر 


(202(00 -03()40) _ م04 
9 0 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي )5( الإشتقاق التفا ضلي وتطبيقاته الاقتصادية 


>|. مثال (5,12) مشتقة الكسرء 





12-0- تير4 _ (5+ :222 -2()4 -22) ىن 
37 5 2001 - )3 5 2001 5 (69 1 


و- قانون اللوغ: 





اذا كانت [0 < :9 ,)م رعما- بن] » فان تي او 
1 1 )1 تك 


]. مثال (5,13/مشتقة اللوغ. 


إذا كانت (2+»ه-,)» باستخدام قانوني الضرب 
واللوغفإن 


-020 
(2 + 2ن) ‏ يرك 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي )5( الإشتقاق التفا ضلي وتطبيقاته الاقتصادية 


1 مثال (4 1 .5)مشتقة دالة اللوغ: 


لنفترض أن لدينا الدالة التالية: 


*[2)ع216] - ديعم - وض)ع 


(د)ع10 6 ح (2*)'م .. 
1 


ل/. مثال (/مشتقة دالة اللوغ. 


لنفترض أن لدينا الدالة التالية: 


(2 +ع 4ل د )عم - (د) كر 
إذن 
2 + رك )وما + (22 )عه - (2 + رهل. “د )وها - (د) ر 


1 
(2 +:4)ه10- + )ه210 - 


2 2 
ا 
2042 





)ل 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي )5 الإشتقاق التفاضلي وتطبيقاته الاقتصادية 
0. مثال (5.15) مشتقةالدالة: 
الدالة 


ابرق  -‏ - ور دم 
جد تبرق - ويرام 

5. مثال (5.,16) مشتقةالدالة: 
الدالة 


7ه - )مر حبر 
عدلء6 - 62 - 86 - ()'ر 


١ 3 


3 شيخ 1 اعسمة 
0 


ز- قانون (©) مرفوع لمتغير: 


إذا كانت [*"#-0)/]ء فإن [د- 0)/هل]. وبأخذ المشتقة 
الأولى نحصل على 


100 
00 ل 
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عيذ اين انق مبادىء الاقتصاد الرياضي (5) الإشتقاق التفاضلي وتطبيقاته الاقتصادية 


)تر - ون ل 


وبالتالي» فإن فى - 463 


دل 





إذا كانت ([90/مدمعمء فإن (رعومم نكم ). 
©. مثال (5.17) المشتقة: 


3 فثر ض أن -رفإن [ *2 هيرك - ا 
8. مثال (5,.18) مشتقةالدالة: 
دالة التكاليف 


ل - (0) 7 
9 + 2()0.002(0)] - (0)'/ر 


- )0.0040 + 000 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (5) الإشتقاق التفاضلي وتطبيقاته الاقتصادية 
5. (5.3) المرونات ( :1:1051111165):” 

تُعتبز المرونة من أهم مفاهيم النظرية الاقتصادية؛ 

بشكلٍ عامء والنظرية الجزئية بشكلٍ خاص. وتنبع 

أهميتها من اتساع تطبيق مفهومها. وخاصة في مجال 

الطلب والعرض وتكاليف الإنتاج. 

مرونة الطلب السعرية(,,):تُعرّف بأنها مدى استجابة 

الكمية المطلوبة من سلعة ما للتغير في السعر. 

وتُعرف رياضياً كما يلي: 


- 96402 - 0,-0 2 1 


,0 1-1 رظ4 9 


مرونة العرض السعرية (.,): تُعرّف بأنها مدى 
استجابة الكمية المعروضة للتغير في السعر. وتُعرف 
رياضياً كما يلي: 


1 3 22-2 _ و11 _ 
,0 1-1 و00 


المرونة التقاطعية (..):تُعرّف بأنها مدى استجابة 
الطلب على السلعة (7)» مثلاء للتغير في سعر 


2359 


4 


5 








دار ة قري هن مباائء الاقتصاد الرياضى (5) الإشتقاق التفاضلي وتطبيقاته الاقتصادية 
55 1 «ه الى 44 2 بن . 1 
كما يلى: 


1 5 «0 - و0 5 9600 - 
0 بلح ور رام ' 


مرونة الطلب على السلعة (750) بالنسبة للدخل(,م): 
تُعرّف بأنها مدى استجابة الطلب على السلعة (750)» 
مثلآء للتغير في الدخل (1). وتُعرّف رياضياً كما يلي: 


1 ب 9 - و2 _ 642 _ 0 
+0 [7ح-ير1 لدم 2 *” 


مرونة التكاليف بالنسبة للإنتاج(..,): تُعرف بأنها 
مدى استجابة التكاليف للتغير في كمية الإنتاج. 
وتُعرف رياضياً كما يلي: 


10 رات و 000 
3 5-2 5 و0 
6 10-,70 060610 


حيث ترمز (0) لتكاليف الإنتاج» و(100) لكمية 
الإنتاج. 


4 


231320 











عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (5) الإشتقاق التفاضلي وتطبيقاته الاقتصادية 


7. مثال (5.19) مرونة الطلب السعريةل عن زر 
0ع 01 برا ٠!دواع):‏ 


لنفترض بأن الطلب على سلعة ما معطى بالدالة 
البسيطة التالية: 

20-45-35 

حيث (0) الكمية المطلوبة و(8) سعر السلعة. 
تُحسب مرونة الطلب السعرية كما يلي: 


00 _ 400/90 _ 96049 _ 
0 مل مرصل 2 طلم 


01 


حيف تزمز. [) لبرونة الطلب السعرية» و [مييد) 
للتغير المئوي في الكمية المطلوبة» و(مه») للتغير 
المئوي في سعر السلعة. وعند (10 - ©)» مثلاآء 
تكون 


)0)10( - 45 - 3)10( - 15 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي )5( الإشتقاق التفا ضلي وتطبيقاته الاقتصادية 


وتكون قيمة المرونة --005مد--من» وهذا يعني بأن 
الطلب مرن نسبياً(135010ء 6117177 ) عند ( -م1 
0). ولو افترضنا أ دالة الطلب هي 

7م 20-80-22 

وعند (3 - 1) تكون 100-50-26-02. ومن هذه 
النتيجة تكون مرونة الطلب السعرية 

(55--6/62» - ,:)ء مما يعني أن الطلب غير مرن 
نسبيأعند (3 -6). 


لا. مثال (5.20) مرونة الطلب السعرية: 
لنفترض بأن الطلب على حلويات الشوكولاتة معطى 
بالدالة التالية: 
0 - م40 - :م - 0 


202 


عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (5) الإشتقاق التفاضلي وتطبيقاته الاقتصادية 


م 40 _ 400/2 _ 649 _ 
0 مل «صرصل صرهوه “ 


محقمكف مهدو 49 _ حو" 
0 - 40 - (200 - 40 - 25 26 - (ص) 0 


0 - 400 + (4000 - *(10) - (0010 
2- || - سك »20 - بر 
مما يعني بأن الطلب على هذه السلعة مرن نسبياً. 
وتؤدي زيادة نسبتها (9010)» مثلآء في سعرها إلى 
انخفاض في الكميات المطلوبة بنسبة ( - 10 2 
0). 
. مثال (5.21) مرونة الطلب السعرية المتغيرة 
126111010 0 وطاق 1 ادسالطآ ع1 عاطماسه 1م 
لنفترض بأن الطلب على التفاح معطى بالدالة 
7 ,0 


شكل (5.7) 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (5) الإشتقاق التفاضلي وتطبيقاته الاقتصادية 


الل ل ع 





تمكنذا حييات مروية الخالي البيعرية على طون 
المنحنى كما في الشكل (5.7)» بواسطة المشتقة كما 
يلي : 

م يو م40 _ 


3 4700-7 #آت ل لك - 
١ )‏ 2-0 ,0 لع ما 





م03- - 
تبين النتيجة بأن قيمة المرونة مرتبطة بالسعرء وحيث 


أن السعر متغير» فإن قيمة المرونة متغيرة» وتتغير 
راسد 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي )5( الإشتقاق التفا ضلي وتطبيقاته الاقتصادية 


الا. مثال (5,22) قيمةالناتج الحدي 
للعمالةل أعنا0 0ط عنادرعلاع 3 1١21‏ 1/1319 
(درع]اناا/): 
لنفترض بأن دالة الإنتاج لمنشأة ما تعتمد على حجم 
العمالة» فقط. وهي من الشكل التالي15: 


20012 





0 + ملل 

ماهو الناتج الحدي للعمالة (,712) عند ( -,آ 
0).» وما هي قيمة الناتج الحدي للعمالة (2)72/112 
إذا كانتدالة الطلب على سلعة المنشأة معطى 
بالصيغة: 


1000 م 
0-10 


حك تر 11 لسغر بيع ااوكجة الزابحدة بن 
السلعة. و(0) لكمية الإنتاج. 

يوضح الشكل (5.8) صورة دالة الإنتاج» المُتزايدة 
مع كمية العمالة. 

شكل (5.8ا) 


15- نفترض بأن مُدخل رأس المال الحقيقي (777::11 0071101) ثابت. 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي )5( الإشتقاق التفا ضلي وتطبيقاته الاقتصادية 


232000 









20072 
ل 


10 5 0 ّ 
ينتج(,2112) من المشتقة الأولى لكمية الإنتاج 
بالنسبة لحجم العمالة» ونقيّمها عند (10-,]): 


20012()1/20)12-20(172)2)-20 + 12 لدؤ4001) ل 240 
01 


012-207 


0 - طابا 


20072 12+0لمآ400 _ 
2001120 بض 22+20 000 
2007 4001 _ 
7+ 12[) 20+ 2ل 
(200)1000 (400)010 


0 - 365.1484-152.14515 - 020 1 ح (0')10 


أما صورة الناتج الحدي للعمالة مع صورة متوسط 
إنتاج العمالة ( ده6ط12 01 )1011م عع257©128 
(881)): مهما مُبينتان في الشكل (5.9). 
فيصعدان مع بعضهما ويهبطان مع بعضهما. 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي )5( الإشتقاق التفا ضلي وتطبيقاته الاقتصادية 


شكل (5.9) 


د 1 

تمر كمية الإنتاج بالمراحل المعتادة» من الصفر إلى 
الأعلى» كما في الجدول (5.4). وبناءاعلى دالة 
الطلب المبينة أعلاه تهبط أسعار السلعة كما يلي: 


جدول (5.4) 
كمية سعر بيع م ح جل ]ا 
5 5 > 
الانتاج السلعة (©) 
)0( 
0 100 193634 
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عبدارزاق بني هاني 





سر الح | درا )| حل | ضأا ا حمث | ٠١3‏ 6ه ا كا 





مبادىء الاقتصاد الرياضي 


])009( 
2253553 
105 
11.7 
)2-7 

05 
2.13 
2.0 
25.5 





(5) الإشتقاق التفاضلي وتطبيقاته الاقتصادية 


1/||000 
12ؤ1ؤ1ظ1]1 
1524 
10 
15 
]1 
0033ؤ13ؤظ*1]1 
11103 
10000 


والشكل (5.10) يوضح الصورة البيانية لمنحنى 
الطلب على السلعة ومنحنى قيمة الناتج الحدي 
للعمالة ()©121:0011 عناصء 129 لمدزع0121). 


فشكل [510) 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (5) الإشتقاق التفاضلي وتطبيقاته الاقتصادية 





1000 م ون 
0+0 
-: 80 
- 60 











: . 
مثال (5.23)احتكار الشراء وخسارة الوزن الميت 
(055آ خطعء "11 250ل ردمدممده381): 
حل منارية لبما ا لاه لح ريسن 
في سوق القمح: 


80-00 -عم جد ررز 
60 +10- ص ج ىق 


209 








عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (5) الإشتقاق التفاضلي وتطبيقاته الاقتصادية 


العرض. 
عند التوازن يكون: 


0 +10- 80-0 
70-0 
70 
كك 
2 0 


بتعويض قيمة (*0) في معادلة الطلب أو العرض 
نحصل على 


80-10-0 ام 


6100 +10- 
أي أن قيمة السعر(70 - *8) متسقة في طرفي 
الطلب والعرض. ويمكننا تمثيل هذه المنظومة على 
شكل صورة بيانية كما في الشكل(5.11). 

شكل (5.11): التوازن في السوق التنافسية 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي )5( الإشتقاق التفا ضلي وتطبيقاته الاقتصادية 





النتيجة المبينة أعلاه هي لسوق تنافسية؛: فقط. 
المعادلات 5508 محتكر الشراء (]1201102501115)كما 
يلي : 

الإنفاق الكل ي((/11)ع2016011عمء 0121)) هو 

(0 ا 115-8): مما يعني بأن حاصل ضرب السعر 
(5) ب معادلة العرض يعطي دالة الإنفاق الكلي» أي 
أ 

(0)10+60 - 0 2ام - 17 

- 100 +7 

وتعطينا المشتقة الأولى لهذه الدالة الإنفاق الإضافي 
((عداع:20101مءم»ء لم صاع 0221 ) : 


101 


وروت لصون 
00 


للحصول على الكمية التوازنية نساوي بين الطلب 
والإنفاق الإضافي في سوق احتكار الشراء. أي أن 
80-0-1000 


.:.130 -0 


010 + 
95-ه- تت 0:0 
13 9 


وهي الكمية التي تعظم أرباح محتكر الشراء. 
وللحصول على السعر الذي يفرضه محتكر الشراء 
على البائعين نقوم بتعويض الكمية في معادلة العرض 


60 +10-م 


210+ 95 


- 1 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي )5( الإشتقاق التفا ضلي وتطبيقاته الاقتصادية 


وهذا السعر هو أعلى سعر يعرضه المحتكر على 
البائعين مقابل الكمية التي يرغب بها. وعند مقارنة 
الكمية والسعر السائدين في سوق احتكار الشراء 
بمثيليهما السائدين في سوق المنافسة التامة» نجد أن 
الفرق كبير. 

في معادلة الطلب نحصل على أعلى سعرٍ يقبل أن 
يدفعه محتكر الشراء إلى البائعين مقابل الحصول على 
آخر وحدة من الكمية المشتراة» وهي كمايلي: 


5 - 80-5.385 - ار 


شكل (5.12) 


003 


عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (5) الإشتقاق التفاضلي وتطبيقاته الاقتصادية 








بناءاً على هذه النتائج يكون أقل سعر يقبل محتكر 
الشراء أن يبيع به القمح هو نفسه أعلى سعر يقبل أن 
يدفعه للحصول على آخر وحدة من القمح؛ وهذا 
السعر هو (74.615). 

إن خسارة الوزن الميت هي مساحة المثلث المظلل 
باللون الأزرق في الشكل (5.12)»؛ ومقداره كما يلي 


15 -42.31( << )10-5.385( - 3 


404 














عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي )5( الإشتقاق التفا ضلي وتطبيقاته الاقتصادية 


وهي الكمية التي لم يستفد منها أحد. 

(5.4)النهايات» عظمى وصغرى( 2130 11127111212 
11112 : 

تُعرّفالنهايةالصغرىء أو العظمى للدالة» بأنها النقطة 
التي يصل عندها معدل تغير الدالة (ميلها أو 
مشتقتها الأولى) إلى الصفرء أي النقطة التي يتوقف 
عندها التغير في الدالة. 

يمكننا حساب النهاية» الصغرى أو العظمىء وما 
يسمي النقاط الحرجة(721065 0711221): لأية دالة 
بالاستعانة بالمشتقة» وذلك بالاستفادة من حقيقة أن 
الدالة تصل إلى نهايتها الصغرى أو العظمى إذا بلغت 
قيمة الميل عند نقطة ما صفراً. وتكون نهاية صغرى 
إذا كانت 0<“ عند نفس النقطة» موجبة. وعظمى إذا 


كانت (0>"/). 


00 


عبدارزاق بني هاني لانم الافتصة الرياضي (5) الإشتقاق التفاضلي وتطبيقاته الاقتصادية 


ا اشر ا تمسر على نز ا عي 
كانت أو صغرىء شرط الرتبة الأولى ( 01067 156 
2,220 ويُسمى شرط تحديد نوعها» عظمى أو 
صغرىء شرط الرتبة الثاني( 01061 56010 


' )1100 





دعنا نتخيل أن أحدنا يبصعد نحو قمة جبلء وبالتالي 
يكون اتجاه حركته إلى الأعلى. وعند يصل إلى 
القمة» يتوقف عن الحركة. وعند تلك القمة يصبح 
الجسم ساكناء وتكون قيمة التغير في حركته قد انتقلت 
من كمية موجبة وآلت إلى الصفرءأي أنه وصل إلى 


006 








عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي )5( الإشتقاق التفا ضلي وتطبيقاته الاقتصادية 


نهاية عظمى. وعند تلك النقطة» تكون المشتقة الأولى 
للحركة مساويةللصفر. فإذا أخذ بالهبوط ينعكس اتجاه 
الحركة نحو الأسفلء» وتكون قيمة التغير في الحركة قد 
انتقات منالسكون (الصفر) إلى كمية سالبة» وهو 
اتجاه الهبوط. وعندما يصل إلى القاع يسكن وتنقطع 
حركته.وفي تلك النقطة يكون قد وصل إلى نهاية 
صغرى . 

دعنا نفترض الدالة التالية: 


4-عر + تير د ود) ر 


شرط الرتبة الآأول: 
نقوم بحساب الميل ومساواته بالصفر؛ لنحصل على 


0 2+1 ع (ن) ' ل 
4107 


عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي )5( الإشتقاق التفا ضلي وتطبيقاته الاقتصادية 


اي ان كم 
مما يعني أن الدالة وصلت إلى نقطة حرجة» أو أنها 
بلغت إحدى نهايتيها. صغرى أو عظمىء عند القيمة 
1 


للصحواه 


شرط الرتبة الثاني: 

للتأكد من نوع النهاية» نقوم باشتقاق الدالة مرة ثانية 
لنحصل على:0-2<20 أي أنها نهاية صغرى عند 
الزوج المرتب ..؛-. ويوضح الشكل (5.13) هذه 


شكل (5.13) 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي )5( الإشتقاق التفا ضلي وتطبيقاته الاقتصادية 


10 








تأتي النهايات» صغرى وعظمى على نوعين:بالنسبة 
للصغرىء إما أن تكون صغرى كونية( 10521 
0 أي لا يوجد أقل منهاء أو صغرى 
محلية (10ناتتصمتمط 1021): أي أن هناك نهايات 
أقل أو أكبر منها. 

وبالنسبة للعظمىء فإنها تكون عظمى كونية( 10521 
لتقم ). أي لا يوجد أعظم منهاء أو عظمى 
محلية(3:2101112 10 [102): أي أن هناك نهايات 


009 


عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي )5( الإشتقاق التفا ضلي وتطبيقاته الاقتصادية 


عظمى أو صغرى أعظم منها. والشكل (5.14) 
شكل (5.14) 

النهايات الكونية والمحلية 

0 + يم/ 

نهاية عظمى كونية عطي نزادية خاقس عخفية 
حم 


نهاية صغرى محلية 








لنفرض أن لدينا الدالة: (مد-ءد.ه-مم). نقوم 
باشتقاقها مرة واحدة ومساواتها بالصفر لنحصل على: 
(حه-دد مم ). أي أن الدالة وصلت إلى نقطة حرجة 
أو إلى نهايتها عند القيمة و,5-». 


410 


عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي )5( الإشتقاق التفا ضلي وتطبيقاته الاقتصادية 


بأخذ المشئقة الثانية نحصل على (6>0 دهم" ). 
نستنتجٌ من ذلك أن الدالة وصلت إلى نهاية عظمى 
عند الزوج المرتب :دوه .6/رى. أنظر الشكل (5.15). 


شكل (5.15) 


00023 







5١‏ 3 هه 
2 بر 0 


2ر3 -عرة +4 - ؤرار| ل10 





)ا. مثال (5.24) أقصى 
لا. ناتج حدي للعمالة: 
الناتج الحدي للعمالة معطى بالدالة التالية: 


1 +31 + 312 - إطاا 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (5) الإشتقاق التفاضلي وتطبيقاته الاقتصادية 
ماهي القيمة القصوى للناتج الحدي للعمالة» إذا علمنا 
بأن حجم العمالة بالأف رجل/يوم» والإنتاج بالعشر 
ألاف وحدة» وأرث )0 <آ) و )0 <00))؟ 

شرط الرتبة الآأول: 


ا 8 شيف 
نآل 


00 2 0.5 
6 


5 - 1+ (3)0.5 + 3)0.5(5- - (0.5) طلا 
شرط الرتبة الثاني: 


4“ 045 _ 
01 


مما يعني بأن أعظم ناتج حديء ومقداره ( 1.75 - 0© 
10000-0 <). تتحقق عند (500 - ,1)»؛ كما 
في الشكل (5.16). 

شكل (5.16) 


6 > 0 





عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (5) الإشتقاق التفاضلي وتطبيقاته الاقتصادية 
2. مثال (5.25) النهاية العظمى لنمو الناتج المحلي 
الإجمالي: 


دعنا نفترض أن الناتج المحلي الإجماليء (21(82)): 
لاقتصاد ما مُعطى بصيغة دالة زمنية من الشكل ( 
م-مم دمر دمو )ء حيث ترمز 09( للزمن بالسنوات. 


شكل اب 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (5) الإشتقاق التفاضلي وتطبيقاته الاقتصادية 


نستطيع حساب النهاية العظمى لنمو ال (21(1)) مع 

الزنمن» وذلك بأخذ المشتقة الأولى: 0-:-5:- 222 - هم 
27 

وحيث أن (0---0)» فإن الدالة وصلت إلى نهاية 

عظمى عند النقطة (15,225). 

أنظر الشكل (5.17). 


مثال (5.26)متوسط التكاليف الكلية: 





لنيذا بوالة التكاليف._الكلدة» | وسور نودم |ء معي 
ترمز (160) للتكاليف الكلية» و (0) للكمية المُنتّجَة. 
بالقسمة على (0) نحصل على دالة متوسط التكاليف 
الكلية(1100ع112 ]205 0131 عع 12ء:357): 10م ) 
التالية: 


410-307 -420+-0 


بأخذ المشتقة الأولى ومساواتها بالصفرء نحصل على: 
42-0 - وم 42416 
00 


0*-7 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي )5( الإشتقاق التفا ضلي وتطبيقاته الاقتصادية 


وهو ما يوضحه الشكل (5.18). 


شكل (5.18) 
اقترانا متوسط التكاليف والتكاليف الحدية 
مر 





وحيث أن المشتقة الثانية ل (4100) بالنسبة ل (00©) 
هي (0م ©4:47)» فإن متوسط التكاليف الكلية وصل 
إلى أدنى قيمة له عند كمية الإنتاج (7 - *0)» وهي 
ما يُطلق عليها الكمية الفضلى( 0721112111 
11311797 ).؛ ويكون (33 - 10 ). أما 
دالةالتكاليف الحدية(78100).: فنحصل عليها بأخذ 


415 


عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي )5( الإشتقاق التفا ضلي وتطبيقاته الاقتصادية 


المشتقة الأولى لدالة التكاليف الكلية بالنسبة للكمية 
)0( 

_ 400 

200 


0- 840- 902- , 
وبالتعويض عن (7 - ©) في (3010)»: نجد أن 
(33 - 0100) وهي نقطة التقاء منحنى التكاليف 
الحدية مع النهاية الصغرى لمتوسط التكاليف الكلية. 
واذا كانت المنشأة في سوق تنافسية تامة؛ فإن أقل 
سعر ممكن هو (33 - 2) كي تتمكن المنشأة من 
الإغلاق في الأمد الطويل( غ1اط5 0ن - ع102 


146 


0121م 001772). ويبين الشكل () التقاء منحنى 
السعر (الخط المستقيم) مع منحنى التكاليف الحدية: 
ومن هذه النقطة يمكننا الوصول إلى بعض المعلومات 
المفيدة عن حال المنشأة» كالإيرادات مثلآء وهي 
(11-3387-231): وحيث أن المنشأة تابعة لهيكل 


416 


عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي )5( الإشتقاق التفا ضلي وتطبيقاته الاقتصادية 


السوق التنافسي التام» (كما افترضنا)» فإن الأرباح 
الاقتصادية للمنشاة مساوية للصفر. 


8 مثل (5,.27/ اعظم الإيرادات: 
لنفترض بأن الأجرة (5) التي يتقاضاها فندق الراحة 
في عمان لليلة الواحدة هي (50) ديناراء وأن الطاقة 
الاستيعابية للفندق هي (30) غرفة. وقد بينت سجلات 
الفنكق ياه مترسية هده القرقة المشنفولة يوهيا بهو 
(15) غرفة. 
اسنتعانت إذارة الفتدق بشركة استشارية لمعرفة الوسئلة 
التي تستطيع من خلالها إدارة الفندق زيادة متوسط 
عدد. الغرف: المشتهولة» وتبين للشركة الاستشارية بأن 
تخفيض أجرة الليلة الواحدة بمقدار نصف دينار لليلة 
الواحدة يؤدي إلى زيادة عدد الغرف المشغولة بمقدار 


417 


ان ان تر قانع مبادىء الاقتصاد الرياضي (5) الإشتقاق التفاضلي وتطبيقاته الاقتصادية 


(0.3). فما هو معدل الأجرة الذي يجعل إيرادات 
الفندق أعظم ما يمكن؟ 

سرض ارك ند ورهن امراك انتيرق نيبا 
تكفيطن أخزة الغرفة الواحدة .وضاءا على ذلق يكوق 
معدل أجرة الغرفة: 


1 


50-216 - م 

ويكون عدد الغرف (0) المؤجرة 
316 +0-18 

وتكون إيرادات (118) الفندق 


0 »م - 11 


- )50-0.51()18+0.31( 


- 900+ 671-27 


415 


عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (5) الإشتقاق التفاضلي وتطبيقاته الاقتصادية 
وحيث أن المشتقة الثانية أقل من الصفرء فإن دالة 
الإيرادات وصلت إلى نهاية عظمى. مما يعني بأن 
السعر الجديد يصبح: 

0 - (50-0.50)20 دم 

ويصبح عدد الغرف المؤجرة: 

4 -ح (0.3)20 +18 

وهذا يعني : 

بأن الإيرادات كانت قبل التخفيض ( - 18 50 
0)) دينار. 

وبعد تخفيض السعر إلى (40)»وزيادة عدد الغرف 
المشغولة إلى (24)» أصبحت الإيرادات ( - 24« 40 
0). 


مثال (5.28) التكاليف الحدية والأرباح: 


419 


عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي )5 الإشتقاق التفاضلي وتطبيقاته الاقتصادية 
وحيى 5 1 5 فى 3 35 9 
للشترركنى بأن.دالة التكا لضع الكل 


10)0( - 0.205 - 70-0 

ماهي التكاليف الحدية(7100) للوحدة (45 - 00©)؟ 
وماهو أقصى ربح (+) إذا كان سعر بيع الواحدة 
الواحدة من السلعة (20 -<28)؟ 

نحصل على متوسط التكاليف الكلية (4160) من 
قسمة التكاليف الكلية على الكمية: 


اللوجووووت 25 ومو 
0 0 


نحصل على التكاليف الحدية(710)0) من المشئقة 
الأولى لدالة التكاليف الكلية: 


012 
7 - 4 - 0 نظ - م11 
0 (45 - 0) 7 


5 - (45 - )110 
أما الإيرادات الكلية(*11) فهي: 


0 حت 111 


0 - 
وتكون الأرباح: 


010 


عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي )5( الإشتقاق التفا ضلي وتطبيقاته الاقتصادية 


1<-11-160 


70-0--200-0.202 - 
للحصول على أعظم الأرباح نأخذ المشتقة الأولى 
ونسويها بالصفر» كما ذلى: 


7-0 هدةودود. 04# 
00 
013 . 
تت "زد 
2-0 


وحيث ان 


0 


فإن دالة الأرباح وصلت إلى نهاية عظمىعند ( 
سد جد نه)ء كما في الشكلين (5.19) و 
(5.20). 

شكل (5.19) 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (5) الإشتقاق التفاضلي وتطبيقاته الاقتصادية 














مثال (5.29) النهاية الصغرى للتكاليف ( 0051 


: )1110 


002 








عبدارزاق بني هاني 2 مبادىء الاقتصاد الرياضي ل نا 
دعنا نفترض أننا نرغبُ بتعبيد طريقء بأقل كلفة 
ممكنة. بين المدينتين (4) و (15). 

تقع المدينة (4) على الإحدائية (0 ,5) من المحور 
الأفقي (2): وإلى اليمين من نقطة التقاطع 
الإفتراضية(0 ,0). 


وتقع المدينة (8) على الإحداثية (ل ,7) من 
المنحنى (.-:) من المحور العموديء كما في الشكل 
(5.21). ونفترض أن وحدات القياس بالكيلو متر. 
ماهي أقصر مسافة بين المدينتين؟ وما هي الكلفة 
الكلية لتعبيد الطريق إذا علمنا بأن كلفة الكيلو متر 
الواحد تبلغ (100) ألف دينار؟ 

شكل (5.21) 


003 


عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي )5( الإشتقاق التفا ضلي وتطبيقاته الاقتصادية 





دعنا نرمز للمسافة بين المدينتين ب (1). وبناءاً على 


ذلك نحتاج إلى تقليل المسافة (1(0). ومن صبغه 
المسافة بين نقطتين تكون 


7( ونر) + 7 5 م 
0-07 + 6-5(2)لن. - 


بر+10+25- 2ل - 


بالتعويض عن (+.-.) تكون 
بر+ 25 +ئ10- ترلء. در 


1 
2 + 9 - 22ر) - 25 +ع92- 2ل - 


1014 














عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (5) الإشتقاق التفاضلي وتطبيقاته الاقتصادية 
نأخذ المشتقة الأولى ل ((1) بالنسبة ل (30) ونساويها 
بالصفرء لنحصل على 


1 
0 -(2)2-9 (25 +ع9 - 0 
2 نعل 


ولايمكن للكمية (:ل/12) أن تكون صفرا إلا إذا 
كانت 

21-9 - 0 

00-5 


3 م 5.دل. درل د بر 


6م 2.1213(2) + 6-4.5(2)ل - 2 .:. 


أي أن أقصر مسافة بين المدينتين هي (2.236) كمء 
وأن أقل كلفة ممكنة هي 


6 -(100,000 <« 2.236) 
العتا اننا له 


0105 





عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (5) الإشتقاق التفاضلي وتطبيقاته الاقتصادية 


مثال (5.30) أعظم الأرباح: 

لنفترض بأن كلفة تشغيل مصنع أحذية الأمان هي 
(1000) دينار شهرياء يضاف إليها (18) 

ديناراً لكل زوج أحذية يتم إنتاجه. وقد قدر مالك 
لمصنع بأن سعر البيع (8) لزوج الأحذية يجب أن 
يكون 


1 
60-7 مر 


تكون الإيرادات الكلية (118) كما يلي: 


110)02( - 20 


وتكون التكاليف الكلية (160) كما يلي: 


100( - 1000+ 


وتكون دالة الأرباح (+) كما يلي: 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي )5( الإشتقاق التفا ضلي وتطبيقاته الاقتصادية 


11-6 -< 1 
(1000+180) - (0)0 040 -60) ح 
3 3 
0-- 0.402 - 4200 - 180- 1000 - 0.402 - 600 - 
017 


3 
- (0.40) 42-03 - 2 
0 -(0 0م 010 


... 0 - 0 


أي أن (4900 - 0) هي الكمية التي تعظم الأرباح. 
وبناءاً على هذه الكمية يكون سعر البيع: 

2 - (60-0.4)./4900 - مر 

ديناراً. ويكون الربح: 

0 - 1000- 0449007 -(42)4900 دعر 

دينار. 

مثال (5.31) دالة الطلب واللوغ: 

يُستخدم اللوغ؛ في بعض الحالاتء للتعبير عن دالة 
الطلب على سلعة معينة. وعلى سبيل المثال تُكتب 
دالة الطلب بصيغة اللوغ المزدوج (ع10 ع161ا00) 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي )5( الإشتقاق التفا ضلي وتطبيقاته الاقتصادية 


م مام جن د رما 
حيث ترمز (0) للكمية المطلوبة من السلعة و(1) 
للسعرقاء وهنك. اكتناق الدالة : التمية اسفن تحصيل 


مما يعني بأن معامل اللوغ السعر (0) يمثل مرونة 
الطلب السعرية في دالة اللوع المزدوج. 
لنفترضء على سبيل المثال» بأن 


مع10-0.5510- 0)ع10 


108 


عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (5) الإشتقاق التفاضلي وتطبيقاته الاقتصادية 


ص عه]1 


2 ع0.8510 -4 - ,0 و10 


حيث ترمز () لمرونة الطلب السعرية. وهذه المرونة 
ثابتة على طول منحنى الطلب» وشمى المرونة 
الثابتة (/]135011© ]0025]312)» كما في الشكل 
ب على اديه سن على امرك 
الأخرى» كالعرض والتكاليف والإنتاج. 





 .2 0:‏ (5,.5)/ الدالة الضمنية( 171171111 
201101101011 


تعاملنا في الأجزاء السابقة مع الدوال الكتوبة بشكل 
صريح (11011م62): حيث يكون المتغير التابع إلى 
يسار إشارة التساوي» مثل 


1019 


عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (5) الإشتقاق التفاضلي وتطبيقاته الاقتصادية 


2 + *يرة + عر - دار در 
31:27 
31 
(2-5)م31 - (2)/ عبر 


ولم نتعامل مع دوال من الشكل التالي» على سبيل 
المثال» حيث يختلط المتغيران» ويتواجدان في نفس 
الطرف: 

5 - ير + ةبر 

يُسمى هذا الشكل الدالة الضمنية. والسؤال الذي قد 
يخطر على بال أي منا: بالنسبة لأي جزء من الدالة 
يتم الاشتقاق: السالب أم الموجب؟ 

إن الإجابة على هذا السؤال المهم يعتمدء من الناحية 
التطبيقية في الاقتصادء على منطقية الحل النهائي: 
أهو متسق مع الكميات التي نتعامل معها في 
الاقتصادء أم أنه ينافي والمنطق الاقتصادي. وبمعنى 
آخر: هل يتم التعامل مع أسعار أو كميات 
سالبة.مثلاً؟. فالمنطق الاقتصادي يفرض علينا ان 





- (0)م در 
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لانتعامل مع كميات منافية للعقل. ولو أردنا على 
سبيل المثال اشتقاق الدالة 


5 -ح تير + ةبر 
فإندا نمضي «المعالحة لها كما يلى: 
5 - 2ج + ةبر 


1 
2م 25) د برج 2 - 25 - 2رنر 


01 
وحتى نتمكن من التعامل مع الدوال الضمنية بالشكل 
المطلوبء نذكر فيما يلي القواعد العامة لاشتقاقها: 


«4 _ 4 
0 
إ(دى 2 0 
0 - -- 
لبر )-<( لي 


3 
لكاب وو دان ا 
0 2 


ا 5 0 
- 0 
ل يم 


وشكة اعوها ميل المتان هنا فسن هوه الذالة 


ج-0- 10:2 جرب ةبر 


744 وي ك0 
جح 2رو3ق - ”بو (1 
01 كف 4 01 ) 


20 - ثير4 - (10:22- 4 )2 
0 


3( 0-0 
7 


0 0 || .2 55 1“( ؟ى أ 5 
لا 9 
٠ 9‏ 5 9 
9 


431 


عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي )5 الإشتقاق التفاضلي وتطبيقاته الاقتصادية 
20 + 3عرل- 42 2ررة ج 0 20 - به 2 231 


20 + تيرك - 5 
31 007 


وهو المطلوب. 
0 مثل (5,32) دالة الإنتاج والمشتقة الضمنية: 
لدينا دالة الإنتاج التالية: 


0 - 712 دقعم 


1 
100-272) - حرصت ا 22-100 
م 1 عاك 


سلحر - ور * قد 000 لل 
تقول هذه النتيجة بأن زيادة مُدخل الإنتاج من رأس 
المال (1) يؤدي إلى انخفاض مدخل الإنتاج من 
العمالة (1آ) بمقدار معدله (جح ). 

مثال (5.33)حساب قيمة التفاضل (101116167)0121): 
التفاضل (:*)» وهي قيمة التغير في الدالة عندما 
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ونستطيع حساب هذه الكمية من خلال عملية 
الاشتقاق مباشرة كما يلى: 


دعنا نفترض أن لدينا الدالة التالية: 


قد يود دا كبر 


أردنا معرفة التغير في الدالة عند قيمة حول ( - 72 
2 وعند التعويض المباشر في الدالة نحصل على 
3- 5+ *(2)2 + *(5)2 - (2) 

دعنا نختار (1-+)» أي أن ( 2.1 -<)؛. نعوض 
القيمة في الدالة مباشرة» فنحصل على 


5ح 5 + 2)2.1(7 + 5)2.1(7 - (2.1) 
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وبالتالي فإن (:7:2-)» وهو الفرق في قيمة الدالة عند 
2 ان د وا 
نقوم الآن باشتقاق الدالة مرة واحدة لنحصل على 


رك + 15:22 - كك 
0 


جه 0ك + *1527) - ول .:. 
وعند (2 -8 ) و (1. -<0 ) تكون 
8 -4)2([.1- 15)2(5] - نول 


فيكون الفرق بين (مه) و (7إ0) 


)7.125 - 6.8 - 0.325( 
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لأننا حسبنا قيمة الدالة عند (.-..) وهي كبيرة نسبياً. 
ولو كانت (0-)» مثلاء فإن الفرق يتقلص إلى 
(0.0325). وإذا آلت (.) إلى الصفر فإن (إ0) 
تنطبق على (::). 

اع.(6 .5 )/المشتقة الجزئية(لع/ ذا هلا اع( اوذأاروط): 
تستخدم المشتقات الجزئية في الدوال ذات المتغيرات 
المُتعددة (1112211005 12111]1-77211216). وعلى 
سيزل المقال الال 
(3,1) / - 2 
دالة في متغيرين» (<) و ((9). ويمكننا اشتقاقها جزئيا 
بالنسبة لكل متغير على حده. وتستخدم رموز خاصة 
بالاشتقاق مثل (,) أو (2) ل المُشتقة الجزئية 
الأولى(1611177211976 31121م 1156) للدالة بالنسبة ل 
(«)» و(م)أو (2) ل المشتقة الجزئية الأولى للدالة 
بالنسبة ل ((9).أما المشتقة الجزئية الثانية( 560010 
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6117215 311231م) بالنسبة ل (<) و (9) على 
التوالي» فيُرمز لها ب (24)» و (74)»؛ أو () 
بالنسبة ل (<) و (,,) بالنسبة ل ((9).وعند الاشتقاق 
وكأنها ثوابت عددية. كما أن الحصول على المشتقات 
الجزئية الأعلى يشبه الاشتقاق الذي اتبعنا خطواته في 
الدالة ذات المتغير الواحد. أما معنى اشتقاق الدالة 
ذات المتغيرات المتعددة في اطار مفهوم النهاية» فيتم 
بأخذ نهاية الدالة بالنسبة لكل متغيرٍ على حده. 
وصيغته الرياضية مشابهة لصيغة المتغير الواحد مع 
فارق وجود أكثر من متغيرء ويُعامل المتغير الذي لا 


المشتقةالشكل التاليئ للدالة من متغيرين: 
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(30 ,)كر - زم ,1 + )ل تلآ 00 


71 د 0 
لاد ل وبر 6 1 
7 تك 60 2 


خع. مثال (5.34/ المشتقة الجزئيةء الأولى والثانية 
للدالة متعددة المتغيرات: 


الدالة 


3+ :و2 - (ر ,2) ردج 








رضيو جره - 2 - ,/ 
60 
#وقوم سيرد 2 7 
ف 
1 
“.و18 - 0 
20 وج ل 
6 
2-1 0 1 


دعنا نفحص الشكلين (5.23 أ ب) أدناه» في 
محاولة لفهم معنى المشتقة الجزئية» وما تفضي إليه. 
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شكل (5.23) أ: الدالة في متغيرين 


(16+32- 2و - #بر18- ترس 4ير)- ح- (ر ,ن2) ردج 






0-1 
7 << 
7 






لو افترضنا أننا نقف تحت قعر الدالة (لنتخيّل أنها 
واد)»ء حيث نكون مقابل النقطة (0-]آ ,20-0), تحت 
قعر الدالة. ولو سرنا باتجاه (50)» يمينا أو يساراء 
فإننا نلاحظ أن الصعود قد تسارع نحو النهاية 
العظمى الكونية. أما إذا سرنا باتجاه (/)» فإن 
الإنحدار أو الضهود يكوة .اقل هديا : 


شكل (5.23) ب:مقطع عرضي من الدالة (7) 
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إن المقعط العرضي للد للدالة؛ د 5 الشكل (5.23) 
ب» أعلاه؛ يُظهر المستويات المتعددة للمنحنيات 
المُكونة لجسم الدالة (الجبل). وكل واحدٍ من هذه 
المستروات يبن تعد النقاظ او قروا بون القطة 
الإنطلاق. وحيث أننا لا نستطيع السير إلا باتجاهٍ 
واحدء فإن معرفة معدل التغير في الدالة (المسير على 
سطح الجبل) لاتتم إلا بتثبيت أحد المتغيرات وقياس 
معدل التغير بالنسبة للآخر. وفي حال الدالة اعلاه؛ 
يكون معدل التغير كما يلي: 





(16+32- 2رو - تير18 - تير + 4ير)- ح (نو,ن) ردج 
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(16- 32-61 + *ير4)- - (3,0) 67 - 2 
60 
ج0 
م0 


عند النقطة (7-2 ,7-1).: مثلآء يكون معدل التغير 
بالنسبة ل (26) 


5 - (16- (360- 3()1(5-+ 4)1(3)- - (1,0) “ردج 


وبالنسبة ل (لا) 


4 - (2)2 - (: نت) ردج 


©6. مثل (5,35/ المشتقات الجزئية للدالة 
ذاتالمتغيراتالمتعددة: 


دعنا نفتراض أن لدينا دالة فى متغيرين بالصيغة 
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“ور + و ع3 - (ر ) ردج 


أردنا حساب معدل التغير في الدالة (2) إذا تغير (9) 
0 6 ا كلاهنا معا : ثلها في هذه الحالة إلى 
استخدام المشتقة الجزئية. حيث تعْرّف المشتقة 
الجزئية الأولى للاقتران:..., بالنسبة ل (*) بأنها 

برج قورع - (52ة د بر 

وقد تم اشتقاق الدالة مرة واحدة بالنسبة ل (<)» مع 
اعتبار أن (9) كمية عددية ثابتة. في حين أن 
المشتقة الجزئية الأولى بالنسبة ل ((9) هي 


«4 


2 + برهيو 2 _ 1 


حيث تعاملنا مع (:) وكأنها كمية عددية ثابتة. 
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نحصل على ما يُسمى المشتقة الجزئية 
التقاطعية(ء0611972019 0311121 01055)» باشتقاق 
المشتقة الجزئية الأولى بالنسبة لمتغير نسبة إلى 
مُتغير آخر. وتعرّف المشتقة الجزئية التقاطعيةبين 
المتغيرين () و (9) بأنها المشتقة الجزئية للدالة 
46 بالنسبة ل (97)» ويرمز لها بالرمز .ى» أو 
المشتقةالجزئية للدالة «22, بالنسبة ل (:) ويرمز لها 
بالرمز:). وتحديداً تكون 

2+ ج18 - ي/ 

و 

2+ ص8 ير 

أي أن 


كي 
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وهذا التساوي صحيحٌ دائما. 


أما المشتقة الجزئية الثانية للدالة بالنسبة ل (/9) أو () 
ويرمز لهما بالرمزد,ىو «. على التوالي فهي بالنسبة 


ل (م) 


درم - ((53) /9)6 _ 
(6)6 


وبالنسبة ل (7) 


_ 907 )3:2(( 
6)6:( 


إالا. مثال (5,36) المشتقة الجزئية: 


1 





2 + رو 182 - 1 


لدينا الدالة 


2 - 1:2 )ع10 12+ (ج )م10 “ بورك + 2:27 )عه1 33:7 ح (ج ,:ز ,)7 ح بر 
فإن 
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عبدارزاق بني هاني مان [لالاتو” ريشي (5) الإشتقاق التفاضلي وتطبيقاته الاقتصادية 





20 َ 10 592+ 623:6 22ح كيد ع 
0-6 (2)ع10 “بر5 + *0(2)ع 6 ع6 4 


23 
5 3 7م1210 55 (2 )ع1 و10 ا 34 31 _2 سيت 0/0 
3 


نه بره 


و(5 + 2)ع1210+ و 227 )ع1 97 - ف كك 
8 ج20 ج07 


||. مثال (5.37/المشتقة الجزئية: 


لنفترض 0 لدينا الدالة (5- جد رروم/ ). 


لل. مثال (85.38إمرونات 
».2 الطلب: 


التجارية 06 رعشا بالدالة التالية: 
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7+ ,50- ,ط5. -1000- ,0 
حيث ترمز (:0) للكمية المطلوبة من السيارات» 
و(«2) لسعر السيارة» و(م1) لسعر لتر الوقود 
المستعمل في تشغيل السيارة ذات العلامة التجارية 
(75)» و(1) لمتوسط دخل المستهلك. ولو افترضنا بأن 
(15000 - ج5) دينار» و (1.25 - +2) دينار» و 
(25000 -1) دينارء سنوياً»فإن الطلب السنوي على 
السيارات (36) يكون كما يلي: 


(0.75)25000 + (5001.25 - (0.5015000 - 1000 ع ,0 


5 - 18750 1000-7500-62.5 - 
لتنج المكيقم كبا باه 


145 
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1].مرونة الطلب السعرية: 





60 
ا 57 
5م - +820 
2 
رعرع الالالادة اه 
18.5 


مما يعني بأن الطلب على السيارات ذات العلامة 
التجارية (76)غير مرن نسبياً. وعلى سبيل المثال» لو 
قام البائع برفع سعر السيارة بنسبة (010/)» مثلاء 
لانخفضت الكمية المطلوبة بنسبة 

(6.154640 - 0.6154 10): فقط. 

المرونة التقاطعية: 

تُعرّف مرونة الطلب التقاطعية بين السلعتين (50) و 


يو :50 _ 


0 62 
تكون السلعتان متشق اعحدها عضا إذا كانت 
إشارة المشتقة التقاطعية سالبة. وتكون السلعتان 





209 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي )5( الإشتقاق التفا ضلي وتطبيقاته الاقتصادية 


بديلتين عن بعضهما بعضاً إذا كانت إشارة المشتقة 


التقاطعية موجبة. وفي هذا المثال 
00 


وبالتالي» فإن السلعتين متممتان في الاستهلاك 
(015111221100© 12 العلاع1م0زمه). وتكون 
المروكة التقاطعة يعن الملعتية 


ود دقلطلبيوو فد زم 
11/5 


فلو ارتفع سعر الوقود بنسبة (90100)» فإن الطلب 
على السيارات (3) ينخفض بنسبة 
(0.00512-0.512640 “«100) 

وهي ضئيلة جداً مقارنة مع حجم الزيادة المفترضة في 
سعر الوقود. 





- 0> 0 





 .//‏ مرونة الطلب بالنسبة للدخل: 
تُعرف مرونة الطلب كما ا 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي )5( الإشتقاق التفا ضلي وتطبيقاته الاقتصادية 





تكون السلعة عادية» أو ممتازة» إذا كانت إشارة 
المشتقة الجزئية بالنسبة للدخل موجبة» وتكون السلعة 
رديئة إذا كانت إشارة المُشتقة الحزئية سالبة. وفي هذا 
المثال 


24 - 0.75 < 0 
01 


مما يعني بأن السيارات سلعة عادية بالنسبة 


للمستهلكين» الموصوف طلبهم على السيارات في دالة 
الطلب المبينة أعلاه. وتكون مرونة الطلب بالنسبة 





5 - 5 - بره 


11/.5ظ1 
تخبرنا هذه النتيجة بأن الطلب على السيارات من 
طراز (36) مرن نسبياء بالنسبة للدخل. وإذا ارتفع 
الدخل بنسبة (9010)» مثلآء فإن الطلب على 
السيارات يرتفع بنسبة (97015) تقريبا. 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (5) الإشتقاق التفاضلي وتطبيقاته الاقتصادية 


االا. ‏ مثال (5.39) دالة إنتاج كوب- 
دوغلاس( دماء:085-1201): 


تأخذ دالة الإنتاج من هذا الطراز الشكل التالي: 

“كا مله - ا ,.1)/ - 0 

حيث ترمز (0) لكمية الإنتاج» و (4) لمعامل يمثل 
إنتاجية مدخلات الإنتاج باستثناء العمالة (-1)» ورأس 
المال (>1). وتمثل (») مرونة الإنتاج بالنسبة لحجم 
العمالة» و(م) مرونة الإنتاج بالنسبة لحجم لرأس 
المال. وكي نتمكن من التعامل مع دالة الإنتاج» لابد 
من جعلها خطية» وذلك بأخذ اللوغ لطرفي الدالة كما 
يلي : 


79 ثملخاما - 0ص[ 


11[ + شط ماه + 4 م[ - 


يمكننا استخلاص بعص النتائج الهامة من هذه الدالة: 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (5) الإشتقاق التفاضلي وتطبيقاته الاقتصادية 
إذا كان (:<م+») فإن زيادة العمالة ورأس المال بنسبة 
مئوية معينة تؤدي إلى زيادة الإنتاج بأكثر من تلك 
النسبة. وثسمى هذه الحالة العائد المتزايد على الحجم 
(ع21ه5 ما كمتتتااع1 عماموع1ء10). 

إذا كان (:-م-») فإن زيادة العمالة ورأس المال بنسبة 
متوية معينة تؤدي إلى زيادة الإنتاج بنفس تلك النسبة. 
وتُسمى هذه الحالة العائد الثابت على الحجم 

(ع5221 ما كمتتتاع؟ لمماكدم»). 

إذا كان (:>م+») فإن زيادة العمالة ورأس المال بنسبة 
مئوية معينة تؤدي إلى زيادة الإنتاج بأقل من تلك 
النسبة. وشسمى هذه الحالة العائد المتناقص على 
الحجم (ع21ه5 10 05اتتاع1 عمامدعلعع1). أنظر 
الشكل (). 

وحيث أن طرفي الدالة قد تم تحويلهما بواسطة اللوغ 
الطبيعي» فإن المشتقة الجزئية الأولى ل اللوغ كمية 
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الإنتاج بالنسبة ل اللوغ كمية العمالة ثعطي مرونة 
الإنتاج بالنسبة للعمالة» كما يلي: 


م 1 ,| للب لكايب لطي _ 102 
0 لضا (رطصا1[ 0 كد 0 1 0 


وتُعطي المشتقة الجزئية الأولى ل اللوغكمية الإنتاج 
بالنسبة لرأس المال مرونة الإنتاج بالنسبة لمُدخل رأس 
المال. 

لو كانت الدالة» على سبيل المثال» من الشكل التالي: 
1 )1 ف 0 

فإن العائد على الحجم يكون ثابتاء لأن (1-م+.م). 
وتكون مرونة كمية الإنتاج بالنسبة للعمالة (جهه-»)» 
ومرونة الإنتاج بالنسبة لرأس المال (:ده-م). 

يمكننا حساب متوسط الناتج للعمالة أو رأس المال 
بقسمة طرفي الدالة على (,1) للحصول على المتوسط 
للعمالة؛ وعلى (>1) للحصول على المتوسط لرأس 
المال: 
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3( 2( )1( 
يبين الشكل (5.24) بأن المسافات التي تفصل بين 
منحنيات الكميات المتساوية (150-011204) للمنشأة 
(1) التي تتميز بالعائد الثابت على الحجمء ثابتة» مما 
يعني بأن زيادة الإنتاج ثابتة من زيادة مدخلات 
الإنتاج. وتتناقص هذه المسافات بين منحنيات السواء 
للمنشأة (2) التي تتميز بالعائد المتزايد على الحجم. 
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وتتزايد المسافة بين منحنيات السواء للمنشأة (3) التي 
تعدت العائد الثابت إلى العائد المتناقص. 

ترتبط تكاليف الإنتاج بالعائد على الحجم. وعلى سبيل 
المثال لو كان العائد على الحجم متزايداً فإن المنشأة 
(أو الاقتصاد) تعمل على الجزء المتناقص من متوسط 
التكاليف الكلية في الأمد الطويل ( 1028-1110 

100 خخاءل)أدهء 1051 عع3ء37). وبالتالي فإن 
من متصلحة المنضاة ان تزيد كمية الإنتاج بمتوسط 
تكاليف منخفضء حتى تصل إلى ما يُسمى الحجم 
الأقل والأكفا ( أمعنء13لء تناسطتصتحط 
(0115)ع6031). وعند وصول كمية الإنتاج إلى 
(01195) يكون من مصلحة المنشأة أن تبقى هناك 
إلى ما أمكنها ذلكء؛ لأنها تنتج السلعة بأقل متوسط 
كلفة ممكن. وهي في هذه الحالة تتمتع بالعائد الثابت 
على الحجم. أما إذا كان العائد على الحجم متناقصاًء 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (5) الإشتقاق التفاضلي وتطبيقاته الاقتصادية 
فإن من مصلحة المنشأة أن تقلل من كمية الإنتاج: 
لأن متوسط التكاليف الكلية في الأمد الطويل 

البيانية في الشكل (5.25). 

شكل (5.25) 





() تعظيم وتقليل الدوال ذات المتغيرات المتعددة: 
هناك طرق عديدة يمكن إتباعها من أجل تعظيم أو 
تقليل دالة في أكثر من متغير. وأسهل هذه الطرق 
تقضي بالحصول على المشتقة الجزئية الأولى بالنسبة 
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لكل متغير ومساواتها بالصفر للحصول على القيم 
الحرجة للدالة» ثم الحصول على المشتقة الجزئية 
الثانية بالنسبة لكل متغير لتحديد الإشارة وتحديد ماهية 
النهاية» عظمى أم صغرىء أو خلافه» وذلك استناداً 
إلى إشارة المشتقة التقاطعية. ومن أجل توضيح هذه 
الإجراءات دعنا نفترض أن لدينا الدالة [ديمم]. 
للحصول على النهاية العظمى أو الصغرى (أو النقاط 
الحرجة) نتبع الخطوات التالية: 


أولا > اتحضيول. على الننتنتفة الحرنية الأولى للذال 
بالنسبة لكل متغير: (<)و(9) ومساواتهما بالصفرء أي 
0- مم للوصولإلى القيم الحرجة. 

ثانيا - الحصول على المشتقة الجزئية الثانية بالنسبة 


لكل متغير » اى لحرا م 7] فإذا كانت 
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0< .اق 0< :در ب,..ماء فإن الدالة قد وصلت إلى 
نهاية صغرى. واذا كانت 

اعمري انو تييع )فاق الذالة قدوضات 
إلى نهاية عظمى. وفي حال أن (7.>0- .:..,) فإن 
القيم المحسوبة من المشتقات الجزئية الأولى تشير إلى 
وصول الدالة إلى ما يُطلق عليهنقطة سرج( 530016 
0101م) عند تلك القيم» أي أنها ليست نهاية عظمى 
أو صغرىء كما في الشكل (5.26) أدناه. وتعرف 
نقطة السرج بأنها نقطة ثابتة(/5]2610021)» تتوقف 
ععدها الذال عق الحركة: لعنها السك كيانة عظت 


أو صعرى. 


شكل (5.26): منظور ثلاثي لدالة في متغيرين 
وصلت نقطة السرج 
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نستطيع من خلال النظر أن نرى أن هناك نقاطاً على 
الدالة أدنى من نقطة السرج وأعلى منهاء وبالتالي فإن 
هذه النقطة لا تمثل إلا موضصع انعطاف في مسار 
الدالة. 


إذا لم يتحقق أي من هذه الشروط المذكورة أعلاه فإن 
ذلك يعني أن المعلومات المتاحة ليست كافية لتحديد 
النهاية. وسنتحدث في الفصل العاشر عن طرق أخرى 
توصلنا إلى القيم القصوى للدالة. 
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0 مثل (5.40إنقطة السرج: 


6ك "تر المت رو كر ب *يزة - 100 


وعند تقييم المشتقات عند (0 -2:) نجد أن (760-0) 
و (00-6)» ولذلك فإن الدالة وصلت إلى نقطة سرج 
عند (0 - ). (أنظر الشكل (5.27) أدناه). 

شكل (5.27) 

نقطة السرج للدالة المُكعبة 
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20 - 








مع.مثال (/) النهاية الصغرى لدالة في متغيرين: 


لدينا الاقتران: 16(7+مة- 27+ تمه - (رئ) /ر 
ومنه نجد أن 

/.- 8-8-0 

وأن (1-*) هي القيمة التي تجعل (0-,6). 
كما أن 


160+ م4 - رول 


أي أذ (4 - -98) هي القيمة التي تجعل(0 - ,]). 
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غبذار اق بت هانن مبادىء الاقتصاد الرياضي (5) الإشتقاق التفاضلي وتطبيقاته الاقتصادية 


وكي يتم تحديد نوع النهاية» نقوم باشتقاق الدالة مرة 
ثانية بالنسبة لكل متغير فنحصل على 0<ه-,,ه<ه-./ 
. أي أن الدالة وصلت إلى نهاية صغرى عند 
النقطتين (1-*) و(4 --98)» كما يوضح الشكل 
(5.28). 

شكل (5.28): تقليل الدالة («وسه #صبمه-ديمم) 


1 “ووو يبور +10 ع 





وسنتعرض إلى طرق أخرى للتعظيم (تقليل)» 
والحصول على القيم القصوى في الفصل العاشر. 
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000 مثال (5.41/ دخل الفرد والزمن المبذول على 
قراءة الصحف البومية: 


في أحد الأبحاث العلمية قام الباحث”” بتقدير 
معلمات دالة من الشكل التالي: 


مي د 0000 20 8 د الملل قر + ين ح 7 


حيث ترمز «© للزمن المبذول على قراءة الصحف 
الأردنية اليومية للشخص (1) بالدقيقة يومياء و(:170) 
للمستوى التعليمي للفرد (1) بالسنوات» و(:؟) لدخل 
الفرد الشهري بالدينار. وقد حصل الباحث على 
النتيجة التالية: 

000000494777 . - 0.0009351[7-+2 ,15 0.0052 - ,0.2506150 + 59.3007 - :7 
نجد من هذا التقدير أن عدد الدقائق المبذولة على 
قراءة الصحافة اليومية يتناسب طردياً مع المستوى 


”! - عبدالرزاق بني هانيء جامعة اليرموك» بحث غير منشور. 
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التعليمي والدخلء ويتناسب عكسياً مع مربع المستوى 
التعليمي» ومربع الدخل. مما يعني أن زديادة الدخل 
تؤدي إلى زيادة الزمن المبذول على القراءة» لكن إلى 
حد معين من 
الدخل. ومن أجل معرفة هذا الحد نأخذ المشتقة 
الجزئية الأولى للزمن (15) بالنسبة للدخل (75) 
ونساويها بالصفر» لنحصل على 

01 


3 .000935 - 2).000000494([ - 0 


أي أن 


يوي 200935 دهبر 
2.228 


مما يعني بأن الزمن المبذول على القراءة يأخذ 
بالتراجع بعد مستوى الدخل (946) دينار شهرياً"”. 
كيف يمكنك التأكد من هذه النتيجة ؟ 


” - قد تكون هذه النتيجة صالحة فقط للفترة الزمنية التي أجري فيها الدراسة. 
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(5.7)المشتقة الكلية(ء106115721107 10121): 
لنفترض أن لدينا الدوال التالية 

57 

و 5 

7 5 
نلاحظ أن (7) دالة في كل من (1ا) و (7). أما (1ا) 
واررا كيه داكن في ارحا و ارجا عي الترالي. 
ولذلك فإن التغير في مشتقة () بالنسبة ل (نا) و 
(؟) يجب أن يتبع التغير الحاصل في كل من (*) و 
(()» لأن هذا التغير يؤثر في (ا) و (7). وبالتالي 
فإن صيغة المشتقة الكلية تكون كما يلي: 


مطل م لآل م6 _ ماك 


عل 67 ع 61 2ك 


وان 


003 


عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (5) الإشتقاق التفاضلي وتطبيقاته الاقتصادية 


لك قي الك دق _ ل 


بوك م0 2 رك /6 - 4 
8 مثال (5,42)/ المشتقة الكلية: 


2 2 ع بر 

ع 
تفندا ص , 7 - 
لنفترض ان - 01 
22 د در 


فإن 


2 2 5 محل مل 11ل م ماحل 
2 4 + (نور4ك 4----.---3-. لح لد 
لوا 0 حل 07 2ل 611 عل 


“ررمت رق + («جد) 16107 - 


3 


دم 1611 + دعر ررق - 9 
م4 


حيث يتم التعويض عن قيم (11) و(7) بدلالة () 
و(7). 
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5 مثال (5,43) المشتقة الكلية: 


ع 


. 


نفترض أن (مدع, -ه). وأن 
()ع حعر 


(20-<ر 


فإن مشتقة (0) الكلية بالنسبة ل (1) هي 


«4 


لو كن هافن 
0 41 67 41 تم 01 


17 . مثال (5.44/ المشتقة الكلية: 
نفترض ان كرد ارده 
وان 2 - ()ع دعر 
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1 
-1 


و 20 
5 4 م4 -4 9 _ 00 
ءِ 0 41 6 01 عت 01 
4-12 اه 

01 01 


يرت + (1/2) 71م ةير9 + (/1)4ة :و6 - 00 


ةير + ]7: 201:7 9) + 13و24 - 
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عند اراق كي بهاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (3) الاتضاق التفاضلي وتطبيواكه الاقتصدامية 


1. اسئلة وتمارين الفصل الخامس 


أوجد مشئقات الدوال التالية: 
عر + 22 + 323 -  )(‏ 
5+0 
22 
6ن ح (بر)ع/ 


(5 + *2)ما - )م 
أوجد متوسط التكاليف الكلية والتكاليف الحدية من 
دالة التكالبف الكلية التالية: 


- (3) ع 


10- 25+03 -0 


أوجد مرونات الطلب من الدالة التالية: 

000251 + ,120+ 25-05 - ر0 

حيث ترمز (00)) للطلب على السلعة» و(.”1) لسعر 
السلعة نفسهاء و(و8) لسعر السلعة الأخرى؛ و (1) 
للدخلء وذلك عند (1 -00)) و (1-<.28) و (-و8آ 
1)» و(5000 -1). 
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واحسب الزيادة في الكمية المطلوبة إذا انخفض سعر 
السلعة ب (9610). واحسب الزيادة (النقصان) في 
الطلب إذا ارتفع سعر السلعة الأخرى بنسبة (965)» 
والزيادة في الطلب إذا ارتفع دخل المستهلك بنسبة 
(9610). 


ماهي قيمة (0) التي تجعل الدالة التالية أقل ما يمكن 


حدد وناقش العائد على الحجم من دالة كوب - 
دوغلاس: 


“1م 2.0517 - 20 
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ملحق () 
ملخص لقوانين الاشتقاق لدوال بمتغيرات واعداد 
0 


«ه ©« 








2 مدير 
شير دين افير رق م 
عدع10 1 
5 
م0 م0 
42 مع *ه 50 ثابت 
وى مار 
00 #دعم1 + 1) *يد - 
0) متعير 
“[2)/] "ل" “[02) ريه 
(6د) ر 108 )ل 
(30) ل 
00 9 لج زر )' ر 
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ااي )"كم عو[ 9 اين 











00 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (6) الحالة الفضلى (007117112011011)) 


نظرية الحالة الفضلى (الأمثلية) 
11716011 271171112011011 


(6.1) الأمثلية (الحالة المثلى): 

تُعنى نظرية الحالة المُثلى(الفضلى) (©5/01 071/17117) باكتشاف نقاط النهاية الصغرى أو 
العظمى للدالة إذا أخضعناها ل قيد (/001151701) معين. وعادة ما نقوم» من خلال الاكتشاف. ب 
تقليل (71171712) حجم المتغير غير المرغوب, كالتكاليف مثلآء وتعظيم (710:11112) حجم 
المتغير المرغوبء كالأرباح مثلاً. 


ًّ 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي )6( الحالة الفضلى (00111111011011) 


دعنا نتأمل قليلآ في الشكل (6.1) لنرى بأن هناك نهايتين عظيمتين؛ الأكبر هي النهاية العظمى 
غير المقيدة» والأقل هي النهاية العظمى المقيدة. وللوصول إلى النهاية الأعلى تركنا الدالة محكومة 
بمسارها الطبيعي» ولم نضع أي قيود عليها. لكن الوصول إلى النهاية الأقل استوجب وضع القيد 
اللازم على الدالة كي تصل إلى حدٍ أقصىء وهو النهاية العظمى المقيدة. 

ينصب اهتمامناءفي عملية البحث عن الحالة الفضلىء في اكتشاف القيم التي تجعل الدالة أعظم ما 
يمكن بعد وضع القيد عليها. وفي بعض الحالات يمكننا الحصول على الحالة الفضلى دون أن نضع 
أي قيدٍ على الدالة» لكن كثيراً من الحالات تستوجب وضع قيدٍ (أو قيود) على الدالة» بسبب محدودية 
الموارد الاقتصادية المفروضة على جانبي الاستهلاك والإنتاج من النشاط الاقتصادي المعتاد. 

هناك أكثر من طريقة تؤدي إلى الوصول إلى الحالة الفضلىء منها ما يتطلب قيداً معيناً على الدالة: 
وأخرى لاتتطلب أي قيد على الدالة. وسنركز في هذا الفصل على طريقتين» هما: طريقة 


التعويض (111611100 51/1551111/111011)» وطريقة لاغرانج (7161100 1.048707196). 


الوصول إلى الحالة الفضلى 





. مثال (6.1) الحالة الفضلى من عناصر الإنتاج: 
لنفترض بأن دالة الإنتاج لمنشأة ما أخذت الشكل التالي: 
0-1071 
حيث ترمز (0) لكمية الإنتاج» و (,1) لحجم العمالة» و (16) لحجم رأس المال. وأن أسعار العمالة 
(4 - ,©)ء ورأس المال (2 -ج©)» وأن موازنة المنشأة (200 - '16). أي أن 
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ح 200 - 21 +د ,41 
1 
6 --50 ح ل 
2 
بالتعويض في دالة الإنتاج نحصل على 
غ51 - 50016 -0-10)50-0.51(16 


00-102-0- 42 
لل 


5 -50-0.5126 - ث8 ,50 - :كل 


وحيث أن 

60 

01 

فإن الدالة وصلت إلى نهاية عظمى عند الزوج المرتب (50 - 1 ,25 -,7). ومن هذه التوليفة من 





- 0.5 > 0 


0 - (10)25(50 -0 
يمكننا تمثيل هذه الحالة كما في الشكل (6.2). 
شكل (6.2) 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (6) الحالة الفضلى (072711711201107)) 
مثال (6.2)الناتج الحدي ومعدل الإحلال الفني لمدخلات الإنتاج: 


لنفترض أن لدينا دالة الإنتاج ( 41167 -20).: حيث ترمز (0) لكمية الإنتاج و(.5) للعمالة 
و(6) لرأس المال. 
يُمكننا حساب الناتج الحدي للعمالة ورأس المال (+315,,747) بأخذ المشتقة الجزئية الأولى ل (0) 
بالنسبة للعمالة ورأس المال على التوالي: 

00 


7ع تلم - 2 - زا[ 
6 
5 00 
الع #لدم - حل - رطالا 
ك4 عم 2 


يُعرّف مُعدل الإحلال الفني» (1111/110وطلاى 16/711201 ك0 016 أه«فع:7ه:)(141815): بأنه 
مُعدل إحلال أحد عناصر الإنتاج مكان الآخرء مع بقاء كمية الإنتاج ثابتة. 

وعادة ما ترغب الإدارة بإحلال العمالة مكان رأس المال (الآلات والمعدات)؛ أو العكسء؛ وذلك من 
أجل الحصول على التوليفة المثلى(20115111011011 0711711/111) من عناصر الإنتاج» مع جعل 
كمية الإنتاج أعظم ما يمكنء باستخدام الموارد المحدودة للمنشأة'”. وفي هذه الحالة يطرحٌ الفنيون 
سؤالاً عن الكمية التي يجب تخفيضها من (16)؛ مثلأء عند زيادة 17)؛ وإبقاء (0) ثابتة عند أعظم 


مستوى ممكن. ويُعرّف هذا المعدل رياضياً كما يلي: 


4 د طلا 

يبت - حا 2 - 1/7975 

نآ 7ع ت[مم " مطل[ 
يُلاحظ أن معدل الإحلال الفني للدالة أعلاه هو نسبة رأس المال إلى العمالة( 071141-10507© 
0 مضروباً بنسبة المعلمتين (©) إلى (6)» والإشارة السالبة تشير إلى أنزيادة رأس المال 


الحقيقي تؤدي إلى انخفاض معدل الإحلال. 





21 - تحاول المنشأة إنتاج أعظم كمية ممكنة من السلعة» بأقل كلفة ممكنة. 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي )6( الحالة الفضلى (001111112011011) 


تُعرّفمرونة الإحلال (51/551111/11011 “[0 «01451111) بأنها مدى استجابة إحلال عناصر الإنتاج 
مكان بعضها البعض. فإذا كانت دالة الإنتاج معطاة بدلالة (,3) و(1)؛ فإن المرونة () هي 
1 /كل)عه1 كل (1/ك0)ط6 _ 
لط / ,ظشط)عه1 ل ( 001011115 


 _ )*174)1611(‏ (1/ع1)/ 016/10 
(/م) 172 11 (,ط/ ط)/(ط/ صنل 


حيت ترمق (0) لمعدل أجور العمال و() لسعن رأسن المال. فإذا كانت (0-+) فإنة لا يمكن 
إحلال أحد العنصرين مكان الآخرء مما يعني أن عنصري الإنتاج متممان (00171716116711) 
لبعضهما البعض. واذا كانت (0+- 2) فإن العنصرين بديلان (51/551111/1) عن بعضهما بشكل 
تام. وفي حالدالة إنتاج كوب - دوجلاس (5ه085-1201/91))المبينة أعلاه» فإن 


0 


'7عزثرليم 61/ ع6 ,طلز 








ع رظ _ كل يه _ 7#ع1 ' تملهه _ .0/61 _ ظالا 
7 7 


وهو الشرط الذي يحققأقل التكاليف (51م20 1600451)» إذن 


دثر _ عاتم _ * ع1 


بيه طبن 70 





0) * 1 _ 


0 (7 /ماح) ل 


مما يعني أن 
1 (7 اماحاريه / 2 ) 58 
(7 ا ماريه ١‏ م 


06 











عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي )6( الحالة الفضلى (271171112011010)) 


أي أن مرونة الإحلال لدالة كوب- دوجلا سأحادية(1/07:): وذلك بصرف النظر عن درجة 
تجانسها. وبالنظر إلى الشكل (6.3) نجد أن كمية الإنتاج تميل نحو الأعلى مع زيادة كمية العمالة 


ورأس المال. 


3 05 
شكل (6.3):منظور ثلاثي الأبعاد لدالة الإنتاج: 2 ك2 31 - 00) 





واذا أخذنا مقاطعاً عرضية من أي جزء من المنظور ثلاثي الأبعاد لدالة كوب - دوجلاسء فإنها 
تشكل منحنيات بميول سالبة كما في الشكل (6.4)» وهذه المنحنيات هيمنحنيات الكميات المتكافنة 


(المتساوية)(15001/0711). 


شكل (6.4): منحنى الكميات المتكافئة ( 35001/474) لدالة كوب - دوجلاس 





9 شحنى الكميات المتساوية د 
3 منحنى : وب ب 
- ا 
كف ١‏ د 
بك 0323© 1 

2022 
221 





مُدخل العمانة 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي )6( الحالة الفضلى (00111111011011) 


يترتب على هذه النتيجتبأنإدارة عمليات الإنتاج التي تخضع لتقنية كوب - دوغلاس تستطيع 
استبدال وحدة رأس المال بوحدة واحدة من العمالة» مع الإبقاء على كمية الإنتاج ثابتة. 


مثال (6.3) أعظم الإيراد اتودالة إنتاج كوب- دوغلاس: 
لدينا دالة الإنتاج 
7ع [ دي 


وسعر السلعة هو (15 - ني).وبناءاً على ذلك تكون الإيرادات الكلية (319) 


1 لم151 - 0 «ام - :11 
والتكاليف الكلية (300 - 16)؛ أي أن 


10-51-1011: -0 


وبالتالي» فإن 
60-216 -] ج 51-1016-3300 
3 1 1 1 

900123-67 - 2140162 -15)60- 0-1512 2ام - 110 
١ 5‏ َ 3 1[ 7# 
40 - :7 ,2-10 رودن العوي 00 يوت دير جاه ووو 21 211 
2.1 2 2 01 
5- 0 جح 


أي أن توليفة العمالة ورأس المال التي تجعل الإنتاج أعظم ما يمكنء والأيرادات أعظم ما يمكن هي 
(10 - 16 ,40 -,2). وتكون الإيرادات الكلية (1897.37-”"10 2 40 15)» وتكون الأرباح 


7 -- 1897.37-300 1717-70 - جر 


اك 


عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (6) الحالة الفضلى (00711112011071)) 





2 
وتكون الكمية المنتجة (126.5 - 0). وحيث أن (0 > و )» فإن الدالة وصلت إلى نهاية 


عظمى عند تلك التوليفة. 


يمكننا تمثيل هذه الحالة على منحنى الإنتاج مباشرة كما في الشكلين (6.5) و (6.6). 
شكل (6.5) 


قيد الموازنة 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي )6( الحالة الفضلى (00111111011011) 


تمكنا في المسألتين السابقتين أن نصل إلى الحالة الفضلى للدالة بوجود قيد عليها. وقد لجأنا إلى 
طريقة التعويض. وهذه الطريقة البسيطة قد لاتنجح في بعض الحالات التي تحتاج إلى مرونة أكثر. 
وقد طور 


يعود الفضل إلى جوزيف -لويس لاغرانج (ء2112 12217 5أنام ل رمعده2)(-1736 
“221101010101000 
الحرجة للدالة ذات المتغيرات المتعددة. كان طالباً في مرحلة الدكتوراة تحت إشراف ليونهارد 


أويلرء وأشرف على رسائل الدكتوراة لرياضيين عظماء من أمثال جوزيف فوريير وسيمون 
بواسون؛ وساهم في تطوير نظرية الاحتمال ونظرية الأعداد. 





(6.2)مضاعفات لاغرانج( 1081707186 

2) 175 

تُعتبرُطريقة لاغرانجفي تعظيم (تقليل) الدوال الرياضية 
من أهم الأدوات التحليلة في الاقتصاد الجزئي. 
وتُستخدم ما يُسمى مضاعفات لاغرانجفي تعظيم 
(11102111112011010) ا تقليل (7111171111112011011) 
الدوال متعددة المتغيرات؛ عند إخضاع الدالة ل قيد 


.)001151701101( 


0030 


يبين الشكل (6.7) أدناه كيف تخضع الدالة المراد 
تقليلها (تعظيمها) إلى القيود كي نصل إلى الهدف 
المنشود. 


4531 


عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي )6( الحالة الفضلى (00111111011011) 


شكل (6.7): الحالة المُثلى الدالة مُتعددة المتغيراتبعد 





نظرنا إلى الجبل من نقطة رأسية تقع أعلى من قمته 
لرأيناه يتألف من مستويات (مقاطع) أفقية» تشبه 
الدوائرء كما في الشكل (6.8). 

شكل (6.8) 


0032 





عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي )6( الحالة الفضلى (001111112011011) 





وكلما ارتفعت هذه المستويات ضاقت. وعندما يبدأ 
(1,2,3,...7). والسؤال البسيط الذي يمكننا طرحه: 
ماهو أعلى مستوى يصل إليه هذا الشخص إذا 
وضعنا في طريقه قيوداً من نوع ما؟ 


003 








عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (6) الحالة الفضلى (07711112011071)) 


شكل (6.9) 
71 





المواف ل هذا انول بكل.بساطة هى أن أخلن, 
نقطة يصل إليها هي التي تقع على المستوى الذي 
يمس القيد. وعند النظر إلى الشكل (6.7) نجد أن 
القيد الأول» مثلآء هو الواقع بين النقطتين (أ) و (ب) 
على المحور الأفقي (*:) ويمتد إلى الشمال الشرقي 
على المحور العمودي (7). أما القيد الثاني فهو الذي 
يقع بين النقطتين (ج) و (د)» ويبدأ من نقطة أعلى 


1414 


من الصفر على المحور العمودي (0)» وينتهي عند 
نقطة قريبة من المحور الأفقي (2). 

أما في الشكل (6.9) فإننا نرغب بمعرفة النهاية 
الصغرى للدالة» بحث لا تتعدى قيمتها القيد (4/8)» 
أي الخط الأحمر السميك. ونستطيع تخيل نفس الحال 
بشكل عكسيء أو مقلوبء إذ لن يختلف المفهوم أعلاه 
إلا في ماهية العملية التي نقوم بها: أهي تعظيم أم 
تقليل. وفي الشكل (6.10) تم قلب الجبل رأساً على 
عقب لتقريب الفكرة. في هذه الحالة قد يحتاج 
الشخص أن يصعد إلى (4).؛ مثلآء أو (8)» أو (0). 
أو أية نقطة من اختياره. وفي سبيله للوصول إلى 
النقطة المنشودة يصطدم بأحد القيود الموضوعة 
أمامهء ويكون أعلى مستوىَّ وصل إليه هو عند نقطة 
التماس بين القيد والمستوى الأفقي الذي وصل إليه. 


05 


عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (6) الحالة الفضلى (07711112011071)) 


شكل (6.10): منظور ثلاثي الأبعاد لعملية تقليل 
الدالقفي أكثر من متغير 





بداية القيد الأول 
بداية القيد الثاني 


من أجل توضيح الفكرة بشكل أعمقء دعنا نأخذ 
مقلع موكيا م 2101 من مسار 
الشخص والقيود الموضوعة أمامه» نحو قمة الجبل 
رك ). 


056 


يوضح الشكل (6.11) ثلاثة مستويات مع ثلاثة قيود 
افتراضية أمام الشخص وهو يسير نحو قمة الجبل 
(4). فإذا اصطدم الشخص بالقيد الأولء أي القيد( 
1)»فإنه يكون قد وصل إلى أعلى مستوى ممكن» وهو 
المستوى الأحمر الأول. وإذا افترضنا عدم وجود القيد 
الأول فإن الشخص يتابع مسيره نحو القمة. ولو 
تخيلنا أن القيد الذي اصطدم به في هذه الحالة كان 
القيد (2)» فيكون أعلى مستوى وصل إليه هو 
المستوى الأحمر الثاني» وهكذا إلى أن يصل إلى 
هدفه المنشودء وتكون عملية التعظيم قد تمت. 


137 


عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي )6( الحالة الفضلى (001111112011011) 


شكل (6.11): الهدف هو الوصول إلى (4): لكن 
المسار يصطدم بالقيود:(3 #2 ,2 ,1) 





دعنا تُطبق هذه الأفكار على أرض الواقع» ونفترض: 
على سبيل المثال» بأننا نريد معرفة أعظم كمية إنتاج 
ممكنة من دالة كوب- دوجلاس (+-ه)» إذا كان 
هناك قيد على التكاليف الكلية التي تتحملها المنشأة: 
وهذا القيد معطى بالصيغة: (».م+:م-72)» حيث ترمز 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي )6( الحالة الفضلى (001111112011011) 


(70) إلى التكاليف الكلية و (27) لأسعار العمالة و 
() لكمية العمالة و (2#) لأسعار رأس المال و 
(16) لكمية رأس المال» حيث يوضح الشكلان ( 
2 أء ب) المفهوم بدون قيود» ثم بوجود القيود. 
ماف ها ارده 

تهمى الدالة المراد #مظيمها (تكلئنيا) الدالة 

الهدف (1/1111011] 05761116)» ويتم تعظيمها (أو 
تقليلها) بعد إخضاعها للقيد. 


039 


عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (6) الحالة الفضلى (007117112011011)) 


شكل (6.12) أ:دالة إنتاج كوب - دوغلاس بدون 
فيود 





وترتيب الدالة كما يلي» على النحو الذي يجعلها قابلة 
للتعظيم (أو القليل) بوجود القيد: 


(70-ك>7 بط جرع رطع + 7ع عع داو 


حيث ترمر 0 لما يسمى مضاعف لاغرانج. وداخد 
المشتقات الجزئية الأولى للدالة بالنسبة (7) و(1) و 


000 


عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي )6( الحالة الفضلى (00111111011011) 


معن لبان اموي فحص قات لاق جياة الك 


إذن 
2-0 طر+ مجر سريم ‏ 080 
آ6 
1 620 
قط + 1 7ع نام - 2 
9 / 6 
00 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (6) الحالة الفضلى (07711112011071)) 


شكل (6.12) ب: أعظم كمية انتاج دون قيود هي 
قم 


لعن فيود التكاليف (عيم جرم دمم) تخفض كمية الإنتاج 





002 





عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (6) الحالة الفضلى (0711112011071)) 


خضوعا لقيد التكاليف المبين أعلاه. علماً بأن (:) 
تمثل التكاليف الحدية للإنتاج. 





دالة لاغرانج المُقيدة 


( تزع اه + (2ز وعد )ال حمل 


003 








عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي )6( الحالة الفضلى (001111112011011) 


8. مثال (6,4)الكمية القصوى من الإنتاج: 


تعمل منشاة ما بموجب دالة الإنتاج (كوب 5-5 
دوجلاس) التالية: 

ير رودت 

وأن قيد التكاليف التي تخضع له المنشأة هو 
(20 -ن)4(,)7 د ,) ,(ذع- ,ظ) 

يتم ترتيب دالة لاغرانج كما يلي: 

(20-غ41 لقا + 3 318:51 - هط ,ا مسطآ) /[ 


9 7 - ص 5. 0 
(0....)2 حك + 6 0 


)003 0 20-0-ع4+ مره - 28 
60 


شكل (6.13) 


14014 


عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي )6( الحالة الفضلى (21171112011010)) 





0ت جر حيرو لوصو قور رو م لبج 
4 5 
إذن فإن 5 1 * ::91)ك25. - (” عز*: 20.51:7. 


بقسمة الطرفين على وك وشطب الفواصل 
نحصل على 


00 





2.21 - 316 
اذ - 16 


بالتعويض عن (1) في نحصل على (أنظر الشكل 
(6.13)). 


0 -ح رط (4).275 +1 راد 
29ت ل 
3-55 
إذن فإن أعظم ما يمكن إنتاجه من هذه التوليفة هو 


98م * (1.875)” (3)0.5 - *0 


©. مثال (6,5) أعظم انتاج وأقل كلفة - الحالة المثلى: 
دعنا نجرب البيانات من المثال (6.1) السابق» حيث 


0 - 10116 


6 


1) - 41+ 21 - 0 


بناءاً على ذلك تكون دالة لاغرانج كما يلي: 


006 


عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي )6( الحالة الفضلى (001111112011011) 


0 - 1011+ 2)200-41-216( 


2-51 ج (1) .-42-0- ع0 820 
6 
51 -2 ج (2) .24-10-20 
6 


(0...)3 - 2/6 -,200-47 وه 
م6 

عن الععانلين: الول والنائية تجن دان 
21 - 1 ج ر[اد - 2.516 
بالتعويض في المعادلة الثالثة نجد بأن 
0 - 17 ,25 - 1 
مثال (6.6) أقل كلفة ممكنة: 
لنفترض بأن دالة التكاليف الكلية لإنتاج السلعتين 
,0 و )02 كما يلي: 
0.0- 607+ 10-307 
وأن المنشأة تريد أن يكون 
0 - ,0+ ,0 
يتم ترتيب دالة لاغرانج كما يلي: 


007 


عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي )6( الحالة الفضلى (001111112011011) 


1-307 +607 - 0.2, + 1)20- 0, - 0 ,( 


6 
(0......0 -ة - ,0- 0 
آ6 
00 ح درل - - 02 لد 
(0....)2 .2 - ,0 - ,0 ,00 
6 
0 2- 
)3( 0 - ,0-,0-0 0 


من المعادلة (1) و (2) نجد بأن 


0)- ,2-120 - ,60-0 
ومن المعادلة (3) نجد بأن 


0, - 20-0, 
.)13 


ما معنى (:) في الأمثلة السابقة ؟ 
سوف نتعلم في الفصل العاشر كيف نتأكد بأن النهاية 
عظمى أ صعرى. 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي )6( الحالة الفضلى (00111111011011) 


0. مثال (6,7إ/سلوك المُستهلك (تعظيم المنفعة/ 
110211111201101 نرا انالا ء 


المستهلك (172©/1010101 “01151111161 2) 0 2)17720177 
أن دالة المنفعة (المباشرة) التالية 


(د)ع10 + (د)عم1 - ,نا 

حيث ترمز (7)المستويات المنفعة التي يستمدها 
المستهلك من استهلاكه لوحدات مختلفة من السلعتين 
() و (7)» وأن هناك قيداً على قدرةالمستهلك على 
شراء السلعتين المذكورتين. وهذا القيد معطى بمستوى 
دخله (7) و سعر السلعة(,2)؛ وسعر السلعة (,2). 
فما هي الكمية التييستهلكها من السلعتين بحيث تكون 
منفعته أعظم ما يمكن» مع خضوعه لقيد الدخل 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (6) الحالة الفضلى (007117112011071)) 
والأسعارالمذكورة أعلاه؟ نقوم بترتيب دالة لاغرانج كما 


)ملا ح وود - ل + (د)عه1 + (د)ع10 ح (4 .1 ,:3) كر حرا 
بأخذ المشتقات الجزئية الأولى بالنسبة للمتغيرات 
الثلاثة (م.ر.)ء نحصل على ثلاث معادلات أنية: 


1 سآ 
0- صد--- 6 
4 د 6 
1 آ6 
1 م6 
- 9 له 
م 0 6 
من المعادلتين الاولتين نجد ان 
ا ار 
ره الله 
200 
ومنها نجد ان 
عدون در 
4 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي )6( الحالة الفضلى (00111111011011) 


وبالتعويض في المعادلة الثالثة (الأخيرة في المنظومة 


اه النتيجة تعطينا ما يعرف ف نظرية الاقتصاد 
الجزئي ب دوال الطلب المارشالية( 11075/20111071 
5 ا سلتي تعطي الطلب على 
السلع كدوال في أسعارها ودخل المستهلك. 

لنفترض بأن(5- ,ط) و(2- ,ط)ءو (100-): 
فإن توليفة السلعتين التي تجعل منفعة المستهلك أعظم 
ما يُمكن (077117711220) هي : 


«4 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي )6( الحالة الفضلى (001111112011011) 


(د )ع1 + رعد)ع10 حارلا 


نحصل على 











وهي ما تسمى دالة المنفعة غير المباشرة ( 112017601 
701 1111111 ).» حيث عبرنا عن المنفعة» ليس 
بدلالة كميات السلعء بل بدلالة أسعار السلع والدخل 
الذي يحتاجه المستهلك كي يعظم منفعته بشكل 
يشمارق مع ساوكه كنيب دالة المتفعة 

(«ر)عه1 + (د)عه! - ,نا 

المباشرة. ولهذا السبب سميت بدالة المنفعة غير 
المياشزة: ومفها نسنتطيع انتقاق.دالة الطلب علن 
السلعتين بالاستعانة بما يسمى مُتطابقة روي ( 20('5/ 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (6) الحالة الفضلى (00771177112011071)) 
26067111 ). والتي تنص على أن دالة الطلب على 
سلعة هي دالة في دالة المنفعة غير المباشرة. ويتم 
حسابها من دالة المنفعة غير المباشرة كما يلي: 








,00 ,00 
00 0 00 تن 
6 7 


1-_ 60 1-_ 6ه 2 _ناأة 


2 م 2 م268 7 6 








عخ. مثال (6,8)اشتقاق دالة إنفاق المستهلك 
111211011 "1 ©11:3761:011111)ء 


في هذا المثال يتم اشتقاق دالة إنفاق المستهلك من 
دالة المنفعة» وذلك بتقليل الإنفاق خضوعاً لقيد دالة 


303 


المنفعة» وهي عكس عملية تعظيم دالة المنفعة التي 
أتينا عليها في المثال السابق. ولهذا الغرض دعنا 
نفترض أن لدينا دالة المنفعة المباشرة التالية: 

دل 0 

حيث (7) و (7) هما السلعتان اللتان تعظمان منفعة 
المستهلك. يمكننا ترتيب دالة لاغرانج بطريقة عكسية؛ 


07- تجدل)ة + , ورز - ب جود ح (1 ,نز ,1)16 

حيث ترمز (7) للمنفعة المباشرة» لكنها مثبتة عند 
المستوى الذي يتيحه أقل إنفاق ممكن. وبأخذ 
المشتقات الجزئية الأولى كما يلي: 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي )6( الحالة الفضلى (00111111011011) 


ري | 2 0 
ا كك مي ,م 6 

دل 0 6 

0- 07- جدل 2 
نجد أن 


بأخذ (7) في (*) إلى الطرف الأيمن ثم تربيع 
الطرفين والتعويض من النتيجة أعلاه» نحصل على 


ليا 
وبالتعويض المباشر مكان ار :د/ و ,3/ في الدالة 
التي أخضعناها لقيد المنفعة» وهي 


200 
0 7-2 |2 رم + 7ن )رم 
7 27 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي )6( الحالة الفضلى (001111112011011) 


(6.3) تجانس الدالة( 4 [0 170111096116117 
701 )2 
تعتبر دالة ما متجانسة من درجة ماء إذا زادت قيمة 


الدالة بمقدار يكافئ الزيادة في المتغيرات المستقلة 
فيهاء وتكون درجة التجانس هي أس القوة المضاعفة 
بعد أخذها كعامل مشترك. وعلى سبيل المثال دعنا 
نفترض أن لدينا الدالة 


ا لد عدن ع (< ,36) ل 


(20 ,26) ي] ع (جوا + عجه)ع] ع رواط دعو]نه 
وبما أن (6) مرفوعة للقوة (1) فإن الدالة متجانسة من 
الدرجة واحد» (0116 ©9166 02 [0 961160115 7201110). 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي )6( الحالة الفضلى (001111112011011) 


ع 


| و22 +102- 0 3 ثلث رم 
ب - (/ :)0-10 هد ,كدت ب+ثر-0 
02 3 0-102 


ع 


0( 
بج/22 دع 10ح رن )22 + وت )10 
(223 +«10)ع/ ح 


00 - 
مما يعني أن هذه الدالة متجانسة من الدرجة (2)1 أي 


أن مضاعفة (8) و (7) بالمقدار (6) يؤدي إلى 
مضاعفة (0) بنفس المقدار. فلو كانت (5. - #) 
مثلاً فإن 


0. -:111 + :رذ ع :22)3(1 + «(10).5 
ولو كانت (3 - 6)» فإن 
0 - 663 +30 ع 1ر223 + عدرة)10 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي )6( الحالة الفضلى (001111112011011) 


(ب) 
10*21 ام 101 اع اعنم 
لان ل كن 
أي أن الدالة متجانسة من الدرجة صفرء مما يعني أن 
مضاعفة (2) و (7) بنفس المقدار سيبقي (0) دون 


٠. © 
9 
0 


من التطبيقات المهمة لمفهوم درجة التجانس» 
والمعروفة في الاقتصاد الجزئي واقتصاديات الأسرة 
أن دالة الطلب لسلعة ما عادة ما تكون متجانسة من 
الدرجة صفر. أي أن ارتفاع دخل المستهلك وأسعار 
السلع بنفس النسبة لن يؤدي إلى زديادة الطلب على 
السلعة. فمثلاآً لو كانت 


5 


ار م1 - م0 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي )6( الحالة الفضلى (001111112011011) 


تمثل دالة الطلب على سلعة ماء حيث ترمز (7) 
للأسعار و(2) لدخل المستهلك فإن 


35 7 يت 05 107 13 000000 (مع)10 


5 .5 


و75 س*10#5- 
0 ح- 


أي أن ارتفاع الدخل والأسعار بنفس النسبة لن يؤدي 
إلى تغير سلوك المستهلك» أو مستوى معيشته. 


ع - 3(نجز) 7 )10 
- 
0 - 


أي أن الدالة متجانسة من الدرجة (5)» فلو كانت ( / 
2 -) فإن 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي )6( الحالة الفضلى (001111112011011) 


50-0 


(د) 
قر - “م ]) ع1) 
560 3 
أي أن الدالة متجانسة من الدرجة (1/2). 


(ه) 
و5)1 + *ؤم]) *لمج1) 
(«دك)ع + وير ب ةرو ةع - 


وحيث أننا لم نستطع أخذ عامل مشترك للمضاعف 
(6) فإن هذه الدالة غير متجانسة. 


دوجلاس: 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي )6( الحالة الفضلى (001111112011011) 


7ع, 2قم دن 
حيث ترمز (1) للعمالة و (8) لرأس المال. إذن فإن 


لآ[ عجر رع 0نم - 7ج22] ) 6ج7.2)م 
دس 


7ع 2[ 2 -06)ىمم - 
5-06 - 


مما يعني أن درجة تجانس دالة كوب - دوجلاس هي 
حاصل مجموع المعلمتين ارم./. فإذا كانت «-م+م 
فإن الدالة متجانسة من الدرجة (1)» وتظهر عائداً 
ثابتاً على الحجم ( ©5201 10 1:611/1715 60011510111)» 
أي أن زيادة عاملي الإنتاج (1) و (1) بنسبة معينة 
تؤدي إلى زيادة الإنتاج بنفس تلك النسبة» ويكون 
منحنى متوسط التكاليف الكلية قد وصل في هذه 
الحالة إلى نقطة النهاية الصغرى. أما إذا كانت 
«>م+»م» فإن الدالة متجانسة من درجة أقل من (2)1 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي )6( الحالة الفضلى (00111111011011) 


وتظهر الدالة عائداً متناق صا( 067605171 

5 أي أن زيادة عاملي الإنتاج (7) و (1) 
بنسبة معينة تؤدي إلى زيادة الإنتاج بأقل من نسبة 
الزيافة في عرامل الإنتاع»ويكون مقط ماترييطا 
التكاليف الكلية في الجزء المتصاعد. أما في حال 
«<م+» فإن الدالة متجانسة بدرجة عل من 1 
وتتميز الدالة في هذا الوضح بعائدٍ متزايدٍ على 
الحجم» (7©11/1715 3777076051718): أي أن زيادة (1) 
و (16) بنسبة معينة تؤدي إلى زيادة الإنتاج بأعلى 
من تللك النسبة» ويكون منحنى متوسط التكاليف 
الكلية في حال الهبوط»؛ أي أن متوسط كلفة انتاج 
الوحدة الواحدة من السلعة ينخفض. وباستخدام نظرية 
و بلر (172076711 111©7'5/) في الدالة المتجانسة فإن 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي )6( الحالة الفضلى (00111111011011) 


أي أن حاصل ضرب الناتج الحدي للعمالة في كمية 
العمالة» مضافاً إليه حاصل ضرب الناتج الحدي لرأس 
المال في كمية رأس المال يساوي مجموع الإنتاج 
(الدخل). وهذا يعني بأن قيام المنشأة بدفع الناتج 
الحدي لعاملي الإنتاج(.7) و(1)»على التوالي» يؤدي 
إلي نفاذ كمية الإنتاج موزعة على عنصري الإنتاج 
كل حسب ناتجه الحديء» وهذه الحالة ليست ممكنة إلا 


في سوق التنافس التامة. 
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1. سسسئلة وتمارين الفصل السادس 
أوجد الكمية الفضلى من العمالة ورأس المال من دالة 
كوب - دوغلاس» بالقيد المبين أدناه: 


2-0517 3 
10 -101+ 512 - 00 


أوجد التوليفة الواجب توظيفها من العمالة ورأس المال 
من الدالة 


02 - 400.21: 67 


1) - 61+ 816 - 0 
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غبدارزاق بتي .هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (6) الحالة الفضلى (0/071ج0/17:1) 
ملاحظة: تعرف هذه الدالة باسم دالة الإنتاج ذات 
المرونة الثابتة( 21001121101[ 10.51111(7© 0011510111 
701.. 

لنفترض بأن دالة المنفعة المستمدة من كمية السلعتين 
(020) المستهلكتين من قبل السيد جمال معطاة 
بالدالة التالية 

110 - 7 )0,.2,( - ./0,2, 

حيث ترمز (717) للمنفعة الكلية. علمأ بأن ( - ,7 
0) هو سعر السلعة (*) و (20 - ,2) هو سعر 
السلعة (7)» و (500 -<7) هو دخل السيد جمال. 

ما هي المنفعة القصوى التي يحققها جمال بناءاً على 
هذه المعلومات؟ 
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عبدارزاق بني .هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (7) الدوال المثلثية 


لللذ. 7 
17. الدوال المثلثية 
نحتاج في بعضن التطبيقات الاقتصادية- القياسية» وخاصة في مجال. الدورة التجارية( و5م5/:ظ 
6)) والسلاسل الزمنية (567365 41776)» إلى استعمال ما يُسمى الدوال المثلثية 


(1/11©110105 171901101116171)» والتي تُسمى في بعض الأحيانالدوال الجيبية (517111/501001) .وهي 


دوال تنشأء في العادة» من علاقة زاوية غير قائمة (6) في مثلث قائم الزاوية بنسبة طول أي من 
ضلعي المثلث إلى ضلع آخر. وعلى سبيل المثال المثلث (أ ب ج) في الشكل (7.1). 
شكل (7.1) 





المجاور 1 
نستطيع حساب نسبة طول أحد الأضلاع إلى طول أي من الضلعين الباقيين» للحصول على النسب 
المثلثية الثابتة التالية؛ المرتبطة بالزاوية (6)» حسب مسمياتها المتعارف عليهاء كما في الشكل 


.)7.2( 


شكل (7.2): الدوال المثلثية 


5317 


, المقابل / المجاور 
جيب الزاويه -< لل جيب تماه الزاوية - 22م 
1 اه الم > 
لوتر لودر 


الوتر 






01 
المقايل 


المجاور 
.2 المقابل 
ظل الزاوية  «<‏ 
المجاور 


دعنا نتصورء» في نفس السياق» دائرة بنصف قطرٍ مقداره وحدة واحدة (1- ”)» كما في الشكل 
(7.3). لو تخيلنا أن نصف القطر تحرك بعكس عقارب الساعة لنشأت الزاوية (6)» والمثلث 
(084). ومنه يمكننا حساب النسب المثلثية التالية» المبينة في الجدول (7.1)» وهي مرتبطة 
بالزاوية (6). 


شكل (7.3): النسب المثلثية 





(1 --جيب التمام) 


جدول (7.1):النسب المثلثية 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (7) الدوال المثلثية 








التي الصيغة الرياضية 
الجيب (5176) [24/04) 
جيب التمام (00517:6) (0182/04) 
الظل (10779©111) (84/015) 
ظل التمام (0010712©111) [1/)14/019 
القاطع (560711) (1/019/04 
قاطع التمام (00560711) (1/)4/04 





قاس الزوايا بثلاث طرق رئيسة: المقياس الأول هو الدرجة (4876) ومجموعها ("360) لدائرة 


كاملة أو ("90) لمجموع زوايا المثلث. (أنظر الشكل 7.4)). 


شكل (7.4) 


الدائرة المكونة من ("360) 





دورة كاملة 
والمقياس الثاني هو الزاوية نصف القطرية (700107)» وهي زاوية تتكون من حركة قوس على 
محيط الدائرة لمساقة مسناوية لطول نضق :فظرهاء كما في الشكل (7:5): 


شكل (7.5) 
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عبدارزاق بني .هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (7) الدوال المثلثية 


قياس الزاوية نصف القطرية 


طول القوس (أب) - طول نصف القطر 





أما المقياس الثالث فهوالقون (700107ع 07 87006 ,07ج) الذي يُقسّم الدائرة إلى (400) وحدة: 
تسمى كل وحدة قوناً» كما في الشكل (7.6). 
شكل (7.6): الدائرة مكونة من (16) قطاعاً. كل قطاع مكون من (25) قوناً 





يبلغ طول محيط الدائرة  (‏ 2). أي أن دورة كاملة تكافئن ضعف طول نصف القطر مضروباً 
بالنسبة التقريبية (22/7 - ط)- (2-3.1416) تقريباً» مما يعني أن طول محيط الدائرة هو دالة 
خطية في طول نصف قطرها. والشكل (7.7) يبين أطوالاً مختلفة لدوائر متعددة بأنصاف أقطار 
شكل (7.7) 
طول محيط الدائرة وطول نصف قطرها 
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عبدارزاق بني .هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (7) الدوال المثلثية 


سلس 272 لل سسيبيههههما . 
--222 تت 1 


وعلى سبيل المثال لو كان لدينا الدائرة ذات نصف القطر (7-4)» المبينة في الشكل أدناه؛ 





فإن طول محيطها هو (25.14286 - 4 رك ,2 - مر 2 - 0). 


إن العلاقة بين مقياس الدرجة ومقياس الزاوية نصف القطرية معطى بالصيغة الثالية: 


7 9 0ظ10 5 
الزاوية نصف القطرية 7-0 - (57.3) درجة تقريبا 
ودرجة واحدة (1) > (0.017453) تقريباً من الزاوية نصف القطرية. والزاوية القائمة (907) - 


(1.570796) تقريباً من الزاوية نصف القطرية. 


دعنا نفترض أن نقطة مادية تحركت على طول محيط دائرة ما»ء وصنعت عدة دورات كاملة. يمكننا 
في هذه الحالة أن نتخيل النقطة المادية قد تحركت على طول الخط المستقيم من المستوى الديكارتي 
المُدرج بوحدات (ط - ج)» كما في الشكل أدناه. 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (7) الدوال المثلثية 


وحيث أن النقطة: خلال دورقيا الكاملة كذ اريت ضتعودا وهيوط] في الفترة ("360 -ج2)» فإن 


حركتها قد صنعت زوايا بقياسات مختلفة» وأن قياسات جيب (57:6) الزاوياء مثلاً » قد تميزت 
بالتناوب على النحو المبين في الشكل (7.8)» أدنا. 
شكل (7.8): جيب (5/76) الزاوية 





أما المسافة التي تقطعها النقطة في حركتها التناوبية على محيط الدائرة فهي (3609 -2) لكل دورة 


كاملة» كما في الشكل أدناه. 


دامح 2 





من المفيد أن نذكر بعض الإشتقاقات والتعريفات الهامة للدوال المثلثية الأكثر استعمالاء كما في 


جدول (7.2) 
الدالة المشتقة 
5110 1 05© 
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عبدارزان يني هادي مبادىء الاقتصاد الرياضي (7) الدوال المثلثية 


- 605 1 


2 2 
د موا 1 ع -2 :مه -1 











1-عج *و0ت دير كل زه 
2.51 205 + 7[ 2.605 طله ع ((ز + 51023 
2.5112 512 - 37 2.605 05 ((3 + 600526 
2.5112 205 - 7[ 3.6005 511 - (<3 -21 )51110 


7 2.51 طذد + ا 23.605 05© ع (3 -05)2© 


لو أخذنا مقطعاً صعغيراً من مسار الحركة القتاوبية لجيبه الزواياء وكيرتاء لأغراضن التحليل» لحصلنا 
على الشكل (7.9). 


323 











عبدارزاق بني .هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (7) الدوال المثلثية 


شكل (7.9): الدورة واتساعها 





شمى النقطة الواقعة في أعلى الموجة قمة (/2©0) والنقطة الواقعة في أسفلها النقطة الدنيا - 
القعر (/1701,9). وال دورة - فترة(5) (267300) هي المسافة بين أي نقطتين متكررتين متقابلتين 
(قمة إلى قمةء أو قعر إلى قعرء مثلاً). وشمى المسافة العمودية بين خط الأساس والقمة أو 
القعر الإتساع (4») (0777111206). وسمى الإزاحة الأفقية للدالة عن موقعها السابق» (يميناً أو 
يساراًء من أو إلى نقطة الأساس) إزاحة الطور (:ه) (//5/11 07456). وتكون الإزاحة إلى اليمن إذا 
كان طور الإزاحة سالباء وإلى اليسار إذا كان موجباً. وسمى المسافة من المحور الأفقي إلى خط 
الأساس الإزاحة العمودية (4). وفي تحليل الدورات التجارية نستفيد من هذا المفاهيم في معرفة نمط 
الدورة وعمقها (إتساعها)» حيث تستخدم الدوال المثلثية (الجيب وجيب التمام والظل» عادة) في إجراء 
الحسابات المفيد.والشكل (7.10)يبين التوسع والإنحسار الاقتصاديين» وتناوب المؤشرات الاقتصادية 


القلية بيخ القمة والقر .خلال الفقرات الزيقية النتعافية. 
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شكل (7.10): الدورة التجارية 





الاتجاه العام 7 


الناتئج المحلي الإجمالي 








ورغم أن نظرية الدورة التجارية (::711201 00216) 8151655) لا ثقر بثبات مدة الدورة التجارية أو 
تواترهاء إلا أن دالة الدورة تأخذء في العادة» الشكل العام التالي: 


ل + 0 + 2ط6) آذ 0 ع (2)< - )م 


حيث ترمز ((1)2-()5) للمتغير الخاضع لظاهرة التناوب؛ و (:) للمتغير المستقل (الزمن 
بالسنوات مثلاً)» و(4) للإتساع و (4) للإزاحة العمودية و (©) لمقدار الإزاحة الأفقية من نقطة 
الاساس» وهي (2 ) للجيب» وصفر لجيب التمام. و (5) لتناوب الزاوية (تواتر زاوي)”” ( 7هأننعانه 
(77201/2110/)» وهو معطى بالصيغة التالية: 2 6). 


7- هكذا الترجمة في بعض المراجع» وهو سرعة دوران الشيء حول محوره. 
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عبدارزاق بني .هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (7) الدوال المثلثية 


مثال الإيرادات الضريبية: 
دعنا نفترض أن الإيرادات الضريبية (كنسبة مئوية من ايرادات سنة الأساس) قد تذبذبت بين 


6) و (-04 


_12+/-7 


(1240) و (7946-) خلال فترة (30) سنة. وبناءاً على ذلك» فإن ( 29.5و 


5- 9,5 -12)؛ و 
27 
--:- (30 م 
7 0300 
4 ح-ح- 2 .. 


لو افترضنا أننا نبدأ من نقطة الصفرء فإن الدالة المُقدرة تأخذ الشكل التالي: 
5 - ("90 + عر0.20944)ملذو 9.5 ع )نر ع وعرامم 


عند التعويض عن متغير السنوات (<)» من صفر سنة إلى (30) سنة» نجد أن أدنى نسبة إيرادات 
قد تحققت في السنة (13)» في حين أن أعلى نسبة قد تحققت في السنة (28). وهذا ما يوضحه 
الشكل البياني (7.11) للدالة المُقدرة. 

شكل (7.11):تناوب الإيرادات الضريبية 


15 


5 ب 909١‏ جع20944. 0)صزه 5 - )1 


1١ 0 





--0 
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ويمكننا الوصول إلى نتيجة مشابهة من خلال دالة جيب التمام التالية» وذلك بحذف كمية (90) 
درجة من الجيب» كي يصبح شكل الدالة المُقدرة ( 2.5 + 9.5005)0.20944 - ()نر - ممم ). 


وهو ما يوضحه الشكل أدناه. 


15 


5 + (9097ج ع4 2094. 0)صذه 5 9 - (ت)بر 





5 + (4ك2094. 05)0» 5. 9 ع 1:3 





-0 


وعند تعويض السنوات (2:) من صفر إلى (30).» نجد أن أدنى قيمة قد تحققت في السنة (15) 
وأعلى قيمة تحققت في السنة (30)»: وهي القيم الأدق» مما يعني أن دالة جيب التمام هي الدالة 


المناسبة للتقدير» رغم أن الإختلاف ضئيل بين التقديرين. 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (7) الدوال المثلثية 
537. اسئلة وتمارين الفصل السابع 
1- من المثال الوحيد في هذا الفصلء قدر تناوب الضرائب من الدالة 
0+( +62) طلآد 0 - (2)< - )م 
إذا علمت بأنها تذبذبت بين (9615) و (905) خلال عشرين سنة؟ 


2- أرسم الناتج المحلي الإجمالي لأية دولة عربية» باستخدام مخفض معينء وحاول تحديد الدورة 


التكازية 8 زات 


2258 


. 


0.71 سلسلة تايلور 
25> 10101 


(8.1) الدوال متعددة الحدود (15ه201110111): 

نبدأ هذا الفصل بذكر صفة أساسية عزمتعددات الحدود(م ح).» وهي إمكانية التعبير عنها بقوبعلى 
شكل (2-4)» حيث (4) أي عدد حقيقي. 

لنفترضبأن لدينا الدالة التالية: 


3ن 
ونرغب بالتعبير عنها بقوى من الشكل (2-1). ولتحقيق ذلك نجعل (2-1 - »)0٠‏ ومنه تكون ( - 1 


1+1)» ونقوم بالتعويض المباشر كما يلي: 


3+ (1+ س2 + 1(2+س) 3 +ع2 + در 


2-3 سل س2 + (1 + 2 + ذبر) - 
6 + تررك + در - 


- )2-1(5 + 4)2-1(+ 6 


وهو المطلوب. 
مثال (8.1)الدالة متعددة الحدود: 
لدينا (م ح) التالية» ونرغب بالتعبير عنها بقوى من الشكل (6-3): 


5-4 + تير4 - ثر 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (8) مفاهيم رياضية متقدمة 


نجعل (7-3 - )١‏ ومنه تكون (3+/1 - 2)3 ونقوم بالتعويض المباشر كما يلي: 


4 - (3 ل برو د 3(2 سد بر)4 - 3(3 د مر) - 4 سيره + 2ير4 - ذر 


2 + ررق + تررك + ترد 


2 -«2)ة + 5)2-3(2 + 2-3(3) - 


بناء على ماتقدم يمكننا التعبير عن أية (م ح) من الشكل 
"زيل + ... + تعريقم + “ديق + عدبم + مه - (2) ار 
بقوى من الشكل (4-)؛ وذلك بجعل (4- - 17) ثم التعويض المباشر عن (©) بدلالة (4+/1) كما 


7( عدم بق + ... + 7(ه ع سس بق + “ (ه عد صر) يق + (ه + نا) بل + يف - (2) كر 


لنفترض أن (م ح) من الشكل التالي: 


"(4 -2ر) به +... + 3( حعر) بق + *(4 -2) يك + (4 -2) بل + يه - (2) ر 


فما هي قيم (,4,..4,....4 ,4 ) بدلالة ( (:)/ )؟ يمكننا الإجابة على هذا السؤال كما يلي: 
أولاً: إذا كانت 
مك - () ر 
فإن بقية الحدود تكون أصفراً. 
ثانياً: بالنسبة لبقية المعاملات نقوم باشتقاق (م ح) مرة واحدة كما يلي: 


"و سير) م1 +... + 4(2-جع) بفة+ ره -2) يف2 + به - (2) ' ل 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (8) مفاهيم رياضية متقدمة 


نعوّض عن (2) بدلالة (©)» فتكون 


يه - (ه) ل 
نكرر عملية الاشتقاق ونعرّض عن (2) بدلالة (») لنحصل على 
>"( -2د) بخجا- )م + ... + (ه -عز) ب4م6 + ي24 - (2) "كر 


ي214 - به24 - )"/ر 


حيث ترمز (!) لمضروب العدد السابق عليها””. 


0200 ب2(4 -)(1-,)1 + ... + ي64 -ع (2) "ل 
بالتعويض كما في الخطوات السابقة نحصل على 
بهاة- بي64 - ره)'"''/ر 
وتعطينا المشئقة الرابعة 


4ك :رو ار 


من (4-) كما يلي: 


23- 0-1, 11-1, 21-2)1-2, 3!-37)2)1-6, 4!-4)321-24, .... 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (8) مفاهيم رياضية متقدمة 


3 000 1 2 1 
+... + “(ه-0()2) م ومجعاره" رح دازم ره وكروسر 
امعو ويا علي 
7 


وهذه النتيجة الأخير هي التي تؤسس لسلسلة تايلور التي سنتحدث عنها في الجزء (8.2) المقبل. 


مثال (8.2)الدالة متعددة الحدود: 
لدينا (م ح) التاليقه ونرغب بالتعبير عنها بقوى من الشكل (2 -د) و (5-5): 
2 2+ ثير - ور ار 
نشتق الدالة حتى تكون النتيجة النهائية عدداً ثابتاًء وعلى النحو التالي: 
2+ 32 - )"ار 


6+2 - () ل 
عر" 
إذن 
لبو لبي ليوا 
0 ا لاليال 


0 
20-1+:302- 0)' 
00 + ا (2) 1 

با 
4 - 2 ف ص م" 
يه 00 ل 
- طون 
كر 

أولاً: بالنسبة لب -»): 


ا 1 1 58 
3 اا تار ل كيت د ار 
1 1 1 58 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (8) مفاهيم رياضية متقدمة 


ثانياً: بالنسبة ل (5-:): 
2 - (5)/ 
55 - (5)' ل 
2 - (5) ال 
6 -(05) ل 


6600-5 + 032/087 +(85)2-5 +152- 2 اث 


- 1524+ 85)1:-5( +16)-5(7 + ) 3 


4. مثال / 3 ,8/الدالة متعددة الحدود: 
ماهي قيمة ((20.2032)/) لأقرب سبع خانات من الدالة 
2 شرج ترد ودار 
بالتطبيق المباشر نحصل على 
(0.1301333- 1 - (0.2032) 7 


8 


- + )-0.130333( + 2)-0.1301333(5* + )-0.1301333(: - 7 


أما القيمة الحقيقية التي نحصل عليها بالتعويض المباشر في الدالة الأصلية فهي (2.0496804). 


وبالتالي فإن الفرق المطلق بين القيمة التقديرية والقيمة الفعلية هو صفر تقريباً. 


1 (8.2) سلسله تايلور (7©5©؟ 02:10 1): 
نحتاج في بعض المعالجات الرياضية إلىنقل الدالة (أي تحويلها)(1"075/077) من صيغة معينة 
(فضاء)(57006) إلى أخرى (فضاء آخر)» وذلك من أجل حساب قيمة تقديرية لها. لتحقيق ذلك 
نستعمل ما يسمى سلسلة تايلورء أو دالة تايلور (م ح)(701(7:0771:015 702107)»: باستخدام 
متتالية متصاعدة من مشتقات الدالة» وتقييم هذه المشتقات عند قيمة مُحددة.(4) مثلاً. وتقضي هذه 
الطريقة» كما يتضح من الشكل ()» بتقطيع الدالة ((6/) إلى أجزاء يمكن التعامل معهاء كما يلي: ( 
( -*:) 0(7)"/ + (ه)/ - )/ )ءحيث عبّرنا عن الإقتران بدلالة المكونات الرئيسية التي تشكله. 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (8) مفاهيم رياضية متقدمة 


أي أننا حوّلنا(1"0775/0771160) الدالة من صيغة إلى أخرى. وتسمى هذه العملية تمديد أو توسيع 
الدالة (:2707115101© 1171101 ) حول القيمة(0). وكل مشتقة تمثل درجة من الدالة(م ح). وعلى 
سبيل المثال يُطلق على السلسلة التي تستخدم مشتقة واحدة (م ح )من الدرجة الأولى( 51/ثر 
071101 068766)» أما التي تستخدم مشتفتين مكلذ فيطلق عليها (م ح)من الدرجة الثانية 
وهكذا لبقية المشتقات. وتتم عملية التمديد كما يلي: 

لنفترض أن لدينا الدالة 


() دمر 
يمكننا تمديدها (توسيعها) حول النقطة (4 -+)» بالتعبير عنها بالشكل التالي: 


عي “لمكعازه ان #(متعاوم و رمسو رار "رمسهازه 1 
4 !2 1 !0 


حيث ترمز (!) لمضروب المقام» و (0/)للباقي (7©77017067)» الذي يمثل الخطأ في التقدير. 


[00 


تسمى النقطة(4) مركز التمديد (20707151011© /0 0671167). والصيغة أعلاه هي الصيغة العامة 
لسلسلة تايلور من الدرجة (7). وكلما زاد عدد المشتقات اقتربت الدالة ((77)-في بعض الحالات - 


من الصيغة المحولة (المُّمَددة). وعادة ما يتم اختيار عدد المشتقات حسب دقة التقدير المطلوبة. 


. مثال (8.4)/ تمديد الدالة بسلسلة من الدرجة 
الرابعة: 
لنفترض وجود الدالة (*6-(2)/ - ()؛ وأردنا تمديدها حول (0 - 4). إذن فإن سلسلة تايلور من 
الدرجة الرابعة هي: 


الا مدر 


4 3 +ند(0) "ل + (0) ر - وم 


1# # 1 
8ع ل لس اج + 1ع 
4 6 2 


334 











عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (8) مفاهيم رياضية متقدمة 


تقول النتيجة أعلاه أننا عبرنا عن الدالة(6 - ()/- «) بدلالة قوى من المتغير (2). والجزء الأول 
من التقدير هو (1). وعند النظر إلى الشكل (8.1) أدناء نجد أن التعبير البياني عن عملية التقدير 
قد تألف من عدة اجزاء. فيُعبِرُ الخط رقم (1) الأفقي الأسود المقابل لقيمة ال (1) عن (1-(:6/): 
أما الخط (2) الأخضر الغامق فيُعبر عن (32+1-(2)/)» والمنحنى (3) الأحمر يُعبر عن السلسلة( 
2 


كببووي]). 
2 


الشكل (8.1) :تمديد الدالة *- )لير - بر 





وكلما أضيفت مشتقة أخرىء اقتربت التقدير من القيمة الحقيقية للدالة. 


تسمى السلسلة عند تمديدها حول (0 -2«) سلسلة ماكلورين. وإذا تم تمديدها حول (0عد ه -2«) » 


فإنها تسمى سلسلة تايلور (5©7125 :1/102101/11). 


8. مثال (8.5) سلسلهة تايلور بالأرقامء 
من المثال () السابق قمنا بتمديد الدالة (7© - (2/) حول النقطة (0 - *) » ووجدنا أن سلسلة 
تايلور من الدرجة الرابعة هي: 
4 3 2 
ل ل ل 
اح ال ار 
علماً بأن قيمة (*) عندما تكون (1-*) هي ( 2718281828 - ') مقربة إلى تسع خانات. 


وبالتعويض عن (6-1) في الدالة ()/ الممددة» نحصل على 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (8) مفاهيم رياضية متقدمة 


1 1 1 
8 + سح + +] +1 (1 
4 6 2 70 


+2.708333333 - 
وبالتالي فإن الفرق بين (60/ الممددة و (*©) الحقيقية هو 


160 > 0.09 - و 1 آم 
24 6 2 
إلى أربع مشتقات فقط. أي أن قيمة (5) أقل من 140). والجدول (8.1) يحتوي مقارنات بين القيم 


الفعلية للدالة الحقيقية ( "6 - (<)/ )» والقيم التقديرية من سلسلة تايلور من الدرجة (4)»: لعدد من قيم 
(:)المختلفة. قارن النتائج مع ما يبينه المثال () أدناه. 





جدول (8.1) 
018 2,3 0265 2 
0106072 007 0679 1- 
0 1 1 0 
28 23 222 1 
257 16075 2.4 3 
2.2 22003 55 4 














6. مثال (8.6) تمديد الدالة: 


نفترض أن لدينا الدالة: ( *6- (2)/ )» وأردنا تمديدها حول (4-0)» فإن 


3 44 2 ", 
007 اناك ل "لان لشن 


1 0 + 0()00)' كر + (0) ث - (ت) ل 


وعند ار2-3/ مثلاآء مع سلسلة تايلور من الدرجة السادسة» نحصل على 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (8) مفاهيم رياضية متقدمة 


7026 
قوطي وب 
6 20 
ون ودين او من د 
00 120 24 
# + 19.9945- 
وأن 
0ح 19.9945 ثم حور 
وأن نسبة الخطأ إلى القيمة الصحيحة (67) هي 


3-5 _ 
كف 5 


6 


6 > 0.0045 بع 02 


حيث ترمُّز (181) إلى الخطأ النسبي(707ه +«1ه1ع0)*”. ولا بد من ملاحظة أننا احتجنا إلى 
عدد أكبر من المشتقات ل (3 - 2) كي يلتئم التقدير (©20717©786© 10)» حول قيمة الدالة الحقيقية. 


(. مثال (8.7/ سلسله تايلور بالأرقام: 
دعنا نفترض أن لدينا الدالة ( 2 - (2)/)» وأردنا تقدير قيمتها حول نقطة قريبة من (1-*). إذن 
36 
فإن سلسلة تايلور من الدرجة الثانية هي: 


:)"مه 0005000 


وحيث أن: 
سيرد لط رودم 
1 
1/7 د 12ح ون) ر 
- تر (2-)1- - )"تر 
فإن 


* - يُعرّف الخطأ المطلق بأنه الفرق بين القيمة الحقيقية والقيمة المُقدرة. أما الخطأ النسبي فإنه الفرق بين الحقيقي والمُقدر منسوباً إلى 
الحقيقق: 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (8) مفاهيم رياضية متقدمة 


02 6 1 مد دوا 
عد 2 1 
2 حنن سات اك 


والجدول (8.2) يحتوي القيم الحقيقية والتقديرية للدالة حول (1-) 
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عبدارزاق بني هاني 


مبادىء الاقتصاد الرياضي 


جدول (8.2) 


(8) مفاهيم رياضية متقدمة 


5 ع ع + 37 1 فيا 415 5 5 
القيم الحقيقية للدالة (- - (3)/) مقارنة مع تقديرات سلسلة تايلور من الدرجتين» (1) و(2) 





1.0 1.0 ))20 10 
1.5 1.0 )0)2 65 11.5 
1.1 1.0 0) 1 1.0 
12.6 12.0 )))6 1.5 
120 120 )))20(0 120 
)2224 )20 02224 )25 
561 )2 00 2021 )20(0 
)26 )20 ))2 236 )25 


يتضح من الجدول (8.2) والشكل (8.2)» أن التقديرات اتسمت بشيء من الدقة العالية حول 
(1-*)» وكانت القيم ملتئمة (00706786711) تقريباً في بؤرة واحدة بين الخطين المستقيمين 


المتوازيين حول (1-*5). لكنها أخذت بالابتعاد (4776787778) عن الدالة الأصلية عند قيم بعيدة 


قنيياً عن ال (1). 


شكل (8.2) 





تقدير من الدرجة الثانية 


ع يوّرة 
ع الاإلتتاح 
"١‏ لسحصص ع 
3 3 17 
2 
-- 
| 
2 2 9 05 


339 


ا 


06 - 


04 - 


- هد 











عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (8) مفاهيم رياضية متقدمة 


عغا. مثال (8.8) سلسلة تايلور: 


لدينا الدالة ( ()سا - )م ). إن تمديد الدالة إلى الدرجة الثالثة يعطي: 
3 21 1 
للك ل الاك كراسي - )ل 


والجدول (8.3) والشكل (8.3) أدناه يوضحان التقديرات والخطأ في القياس. 


جدول (8.3) 

0169 168 39 0 
01-4 163 10007 03 
01.8 01667 5م01 05 

0 0 0 1 
01012 2,7 2.5 15 
0109م 223 27 2 
0171م 15 0,1 25 


شكل (8.4) :سلسلة تايلور للدالة («)ما - )م وتقديرها 


205- 






1- من الدرجة الآأولى 


05 - 


7- من الدرجة ١‏ نثا ئقّة 
2- من الدرجة الثانية 


---5 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (8) مفاهيم رياضية متقدمة 


]. مثال (8.9) دالة التكاليف الكلية: 
لدينا دالة التكاليف الكلية( 47221801 كر 2051© 101011 
10 )0 


0020ل - (0)/ -10 
يمكننا الحصول على تقريب للدالة باستخدام سلسلة 


تايلورء كما في الشكل (). 
0 - (0) كر 


92 (0.01 + 100)0.040 - (0)'ر 

1- ل ين اله 40 - (0)'/ 

/")0©( - )40 +1()0.040 + 

01 - 4 + (0.01(01)() - (0) "ير 

ك1 رم "ام +... + سك رم ”لم + سك (0 ”/ + © (0) ”زر + (0) م - (0)/ .. 


دعنا نجرب السلسة لأول ثلاثة اشتقاقات. ونتعرف 
على الخطأ في التقدير: 


0 9 2 4.0102 
7617)02- 1003 1 


يبين الشكل (8.5) بأن بؤرة الالتئام محصورة بين 
(0) و وكميه قريبة من ). ولو أخدنا المشتقه الثالته 
وعوضنا لحصلنا على تقدير أقرب. 


- 2.00502 + 0-100 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (8) مفاهيم رياضية متقدمة 


شكل (8.5) 





تمرين: جرّب المشتقة الثالثة والرابعة» وناقش 
النتائج التي تحصل عليها. 

(8.3)سلسلة تايلور لأكثر من متغير: 

نفترض أن لدينا الدالة في متغيرين التالية: («ر.م,-ء). 
يمكننا تمديدها حول النقطتين ,....» كما يلي 


00 2 8 
00 0 روز وتان > رارز 


“لمج +(د- ولود- »ا كه + الندسية 


اي 
6 020 2 


2 


©. مثال (8.10) سلسلة تايلور من متغيرين: 


242 





عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (8) مفاهيم رياضية متقدمة 


تحويل الدالة بواسطة سلسلة تايلور من الرتبة الأولى 
والثانية للدالة 


#بر + تيدل. - (غ ,ت) [ 
عند النقطة (6,8) . إذن 








5ق دشحت شك 
“برج تيزل 807 7+ تول. رةه 
- ___اللة ا لامي 5 


0 6 5 06 * 2 1 1" 2 0 60 0 ترم 


وبتفييم هذه النتائج عند النقطة ,وم نحصل على 


تر 67 :36 1 أة همرح 7أة ةر له 6ن له 


0 6267 1000 <برة 1000 شيرة 10 «رة 10 عرة 





إذن» فإن 
ولح لاو جو 0ك 
10 0 
(0-8) 2 + (6- هج +10- 
وان 


يي ب ل يا 
8 د 600 0 9-م حك 1+ - د عير 


ويبين الجدول (8.4) نتائج التقدير مقارنة مع القيم 
الحقيقية للدالة. 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (8) مفاهيم رياضية متقدمة 


544 


عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (8) مفاهيم رياضية متقدمة 


جدول (8.4): تقديرات سلسلة تايلور للدالة 
+ تعدل. - (« وت) [ 
ومقارنتها بالقيم الحقيقية 





5 5 707/1068 -7 7 
4 2-4 5.656854 -5.6 5 
3  -3 4242641 -42 1 
2 2 28284127 -28 7 
1 1 1414214 -1 4 4 


0 0 0 0 0 
1 1 1.414214 1.4 4 
2 2 852842/ 2858 7 
3 3 +.242641[ 422 1 
4 4 5.656854 5.6 4 
5 5 8 / 8 





عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (8) مفاهيم رياضية متقدمة 


11.,. اسئلة الفصل الثامن 
مدد دالة التكاليف الكلية التالية حول الصفر و (1): 
0 
لأقرب (3) مشتقات. 
مدد دالة الإنتاج التالية حول (1): 


0 7) 1, 1 - 5010/12 + 1 
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خ+1<. 0 
56 مبادىء التكامل 
701 11:1 
(9.1) مبدأ التكامل: 
تعاملنا بشيء من التفصيل. في الأجزاء السابقة. مع 
مشتقة الدالة., وعرّفنا المشتقةكمُعدلللتغير في الدالة 
عندما تؤول قيمة الزيادة أو النقصان في المتغير 
المستقل إلى الصفر. كما عرّفناها بدلالة ميل الدالة 
نتحدث في هذا الجزء عن مصضادة المد لمشتقة(-07111 
6 االة. وما نقصده هو القيام بعملية 


اشتقاق عكسي””» وهي العملية المعروفة ب 

التكامل (1311697011017). ومن حسن الحظ أن قوانين 
الاشتقاق تعطيناء بشكل عام؛ طرقاً مختلفة وسهلة 
نينا اهعون إلى مشتقة الدالة» بسرف النظر عن 
صيغتها وتعقيدها. لكننا لسنا محظوظين بالقدر ذاته في 
غنلية التكامل» لآن طرق التكامل أكار صتعريةة 2 " 
وتعقيداً: في أشبه ما تكون بعملية البناء المضادةلعملية 
الاشتقاق الح تشبه عملية الهدم. والهدم أهون من 


7 - لا يُقصد بالاشتقاق العكسي ما أسميناه الدالة العكسية في الفصل الثاني. 
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مان افش عاق مبادىء الاقتصاد الرياضي (9) مبادىء التكامل 


لا يكنا الورضيو 3 الى تكامل الدالة إلا بالطررق العاذية 
وليس بالطرق التحليلية التي اعتدنا عليها في عمليات 
الاشتفاق. وبسيب ذلك لن نلجأ إلى عمليات التكامل 
المعقدة . وسنكتفي بما نحتاجه لأغراض التوضيح 
البسيطة. أو في المسائل التي نحتاجها في فهم بعض 
المبادىء الاقتصادية. وعلى سبيل ذلك نبداً. 
المحصورة تحت منحنى الدالة. وللوصول إلى ذلك 
نلجأ إلى استخدام قواعد التكامل. ولهذا الغرض لابد 
من التأكيد على أن عملية التكامل تتم من خلال صيغة 


| / 04 


حيث ترمز ( ]) لعملية تكامل الدالة ((2]/)؛ أي أن 
(() هي الدالة المُراد إجراء عملية التكامل لهاء 
وترمز (رل) لتفاضل الدالة. وتقرأ: تكامل الدالة 
(()/)بالنسبة ل (0). وفي هذه الحال بالذات» تكون 
عملية التكامل المراد القيام بها غير 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (9) مبادىء التكامل 
محددة(170[/7111/6)» لأن حدود التكامل لم يتم 
شكل (9.1) 


حساب المساحة تحت منحنى الدالة 





أما فى حال تعنين حفوة التكائل» نان عملية التكاليل 
تصبح مُحدد ة ‏ 01/711116) » كما في الصيغة التالية: 


2 ) 1 ا 


حيث ترمز(ه) و (6)لحدود التكامل. ويقصد بهده 
العملية أن نقوم بحساب المساحة تحت منحنى الدالة 
(() ابتداءا من القيمة (4) وانتهاءا بالقيمة(7)» كما 
في الشكل(9.1) 


2349 





عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (9) مبادىء التكامل 


يبين الشكل (9.2) بأن حساب المساحة تحت منحنى 
الدالة )0 تبدأ من النقطة )6 وتنتهي 
بالنقطة(6) .وثمر الدالة خلال هذه الفترة بين قيم سالبة 


وموجبة؛ لكن قيمة المساحة تبقى موجبة بالمطلق. 


شكل (9.2) 








سيد الكضون عن المساكة البطارة نكت 
منحنى الدالة بتقسيم الفترة إلى مضلعات بسيطة؛ ليتم 
تجميعها جزءا جزءاء كما في الشكل ()» وذلك حسب 
الخصراك اناد 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (9) مبادىء التكامل 


يتم تقسيم الفترة (>>م) إلى (7) من الأجزاء 
المتساوية بعرض 


وات كا 





7 المساحة الكلية التفريبية مساوية ل 

لاني 01/1 

عندما يتعاظم عدد الاجزاء (7)»تقترب المساحة 
المُقدرة من المساحة الفعلية. وتصبح المساحتان 
متساويتين عندما 

نر | 2م13 وار زرو واد اما 

كن كاقعه دإن النسكة القتطفية الم تسيل النها كن اذه 
النساك ف غير المحسوبة تخد بالالنحسار التدريجي» 
إلى أن تؤول إلى الصفر. وهو ما تقوم به عملية 
التكامل التى نتحدث عنها. 

وحيثأن الإثباتات الرياضية لعمليات التكامل خارجة 
عن هدف الكتابء فإننا نكتفي بإدراج القوانين التي 
نحتاجهاء وبعض الأمثلة على كل منهاء وتطبيقاتها 
الاقتصادية. ونبدأ بالتكامل بدون حدود( :706/771 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (9) مبادىء التكامل 


7 حيث لم يتم تحديد الفترة التي يتم 
حدات المقنات: كديا 


1. «(9.2)قوانين التكامل: 
تكامل الثابت: 


لنفترض أننا نرغببالحصول على تكامل (4)» حيث 
(4) ثابتء» فإن 
طجعه د عه | 


حيث (7) ثابت التكامل غير المُحدد الذي لابد منه في 
الأمثلة المبينة أدناه. 

مثال (9.1) تكامل الثابت: 

تكامل الثابت (10- 6) هو 

(2)ع8 - +10 - 1042 | 


لأن مشتقة الدالة بعد عملية التكامل هي (0-ص»). 


حيث أرجعنا الدالة (متطوادوء ) ا صيعتها الأصلية؛ 
وهي الثابت (10). 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (9) مبادىء التكامل 


4 مثال (9,2) تكامل الثابت: 
تكامل (0-25)) هو 


| 2542 - 102+ 


ب_تكامل المتغير (+) المرفوع للقوة(م)حيث (--.) 
هو 


7+ مر سل ديرل“ر ]| 
0+1 


مثال (9.3) تكامل المتغير: 


| 1 +7 
2 


لأن (.-»)» و (5) هو الثابت المضاف في التكامل 
غير المُحدد., 


مثال (9.4) تكامل المتغير: 
تكامل (27) هو 


1 
5+ 35 - د يول د 
3 


2333 


عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (9) مبادىء التكامل 


8. ج-تكامل معكوس المتغير ([غ0)» أي ([1/7) هو 


+ اداه - 45 ]| 
2 


لوغ الطبيعي للمتغير نفسه؛ مضافا إليهثايت التكامل 
وهذا يذكرنا بمشتقة اللوع غ الطبيعي 


(«)صا - )ع 


07 افك 000 
1 دل 


0). دستكامل ثابت نابير (ع) مرفوع لمتغير () هفو 
78 آم ح يرل 6 


مثال (9.5) تكامل عدد أويلر (6)مرفوع لدالة: 
تكامل (*2) هو 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (9) مبادىء التكامل 


د أت ديل 3 2 
لآن (ه- 0كك). 


0 هتكامل الثابت مرفوع لدالة( 'ن) هو 


21 
سات 
(©)طصام 


حيث (26) ثابت التكامل. 


- “م | 


مثال (9.6) تكامل الثابت مرفوع لدالة: 
تكامل 59( هو 


> ك2 “5 
(د)طاة3 


بالمتغير (2). 


و_تكامل ) 086 هو 


6 + *من ح يول “6 إه 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (9) مبادىء التكامل 


حيث (6)ثابت التكامل غير المُحدد. والصيغة أعلاه 
تنطبق على أي دالة مضروبة بثابت. ومثال عليها أن 
تكامل (,) هو 


عغا. مثال (9,7) تكامل متغير مضروب بعددء 
تكامل ةده ) هو 
5 


# + 33 /5) - 07 5 
ل 


حيث (6) ثابت التكامل غير المُحددء لأن مشتقة الدالة 
بعد عملية التكامل هي 


"برقع 7ؤزرة3 )210:23 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (9) مبادىء التكامل 
عا. مثال (9.8) تكامل الدالة: 

لدينا الدالة (7+ 22 + 10 - هر ). 

فإن 

| 7+ اد ]2 ل تر ]10 - :4 (2) [ ٍ 


5 +عر7 + 3,ئر(2/3) + *ع(4 /10) - 


()م - 


وللتأكد دعنا نشتق (9)0) مرة واحدة. لنحصل ع 


7م + :10ح ودار 


من هذا المثال نتوصل إلى قاعدة عامة؛ مفادها أن 
الفرق يساوي فرق التكامل. وقد تواجهنا في الحياة 
العملية حالات غير تقليدية لدوال رياضية لا نستطيع 
ايجاد حلول لها إلا بطرق ابتكارية. والثال التالي 
يعطينا فكرة عن واحدة من هذه الطرق. 20 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (9) مبادىء التكامل 


©. مثال (9,9) التكامل بالتعويض: 


لدينا الدالة ( كم ون دور ). 

لاتسعفنا الطريقة التقليدية في ايجاد الحل المناسب 
الفوروية رقي هذه لحان قلجا رن فنا فى التكامل 
بالتعويض (511551111111011 517 1711697:011011)» كما 


ل 
٠. 4‏ 
4 


(5 + *ير) عبر 
إذن 
3ر4 - فك 
0 
0 ح وول 
4 
ومنه يكون 


8+ 050060 - ا | دعهركه “100 | 
وبالتعويض المباشر مكان (:)» نحصل على 


527+ ا - مجك(5 + ث*ر) 103 ا 


ولو افترضنا أن 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (9) مبادىء التكامل 


527+ ا - تسر 

فإن 

)مر - (تجه)رة + 06 - ود) ان 

والسر هنا يكمن في أننا اخترنا العبارة الرياضية ( 
5+ ). وهي الصيغة التي تحوي أكبر قوة (أَسنْ)» 
واختزلناها في صيغة متغير واحد (مل١).‏ 


ل|. مثال (10 ,9)/التكامل بالتعويض: 


نخاس تكافل الذالة 
0 )كر 
"56 - مم )» وبالتالي» فإن 


7س للحن 3 ح بلقل "© |5 - حل (:) /ر 
-مفت زه مدر ] 


(9.3) التكامل المُحدد (91011071 17116 ©126/71111): 
يمكننا إجراء التكامل المُحدد.إذا علمنا حدود 
التكامل (11:1/5 9701101 7716). والأمثلة التالية 
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يداز اقيض نان مبادىء الاقتصاد الرياضي (9) مبادىء التكامل 
|. مثال (11 ,9/ التكامل المُحددء 

الجبنالعة فحت متكني الدالة 

تر 

بين الحدين (6 -2) و (8- 2). 


شكل (9.3) 
تكامل الدالك  ,:‏ وىم 





نقوم بترتيب التكامل كما يلي: 


1 1-8 
0- 0 ل - نعط | 
6 4 


26-6 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (9) مبادىء التكامل 


مه قمنا به هنا كان إجراء عملية التكامل للدالة ( دهم 
(6 - +) و (8 - :)ء كما في الشكل (9.3)؛حيث 
المساحة المطلوبة هي المنطقة المظللة تحت المنحنى» 
والمحصورة بين الحدين أعلاه (6) و (8). 


ل. مثال (90.12 المساحة تحث تحت المنحنى: 


الدالة 

حم - )رو 

ما هي المساحة تحت منحنى الدالة بين (2-<2)و( - 1 
5 ؟ 

نجعل )(3 2 -.,)»وبناءاً هئ ذلك يعون ( امه م 
بالتعويض نحصل على 


8 2مك 35 قعدى د 25 "هد ب ل ع2 !1 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (9) مبادىء التكامل 





2 .4 
مثال (9.13) المساحة تحت المنحنى: 


المساحة تحت منحنى الدالة (مو-مم)» بين (2 - )2) 
و (4 - كر)هي 


6- 64-8 - | كد ِ | 
مثال (9.14) التكاليف الحدية: 
التكاليف الحدية ((2051)/416 7107:917101) في 
مصنع شاشات التلفاز في شركة الشرق الأوسط معطاة 
بالدالة 
4 _ 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (9) مبادىء التكامل 


دينار لكل شاشة إضافية. حيث ترمز (70) للتكاليف 

ما هي الزيادة الى قر على التكاليف الكلية إذا 

زادت الكمية المنتجة من (30 إلى (50) وحدة؟ 
0--5)0 1 - (17)30-(10)50 


3 - ((30-3) 7 -3(3 -50) 7 م )3 -220- 


دينار» كما في الشكل (9.5). 
شكل (9.5) 





مثال (9.15)الكمية التوازنية وفائض المستهلك 
وفائض المنتج: 


لدينا دالة لصاو 02 ودالة عادر ض ((5)0) 
بالدينار:. 

100-1507 - (2)0 - مر 
0.2507 - 0 +60 - (5)0 - بطر 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (9) مبادىء التكامل 


عند التوازن 
ج (5)0 - (10)0 


ج 0.2507 +0 +60 - 0.1502 -100 
ج-0-40-0 + :0.40 
5 (40-)(4()0.4) - ال +1- _ عم4ه- تقل +م- 


0 7 1 2014 





شكل (9.6) 





فائض المنتج 


>كأ. فائنض المستهلك ((5)) :1م5111 س7 ) 
هو المساحة المحصورة بين السعر التوازئني ونقطة 
التقاع منحنى الطلب مع المحور العمودي. اإذن 


28 


(88.31()8.8278) - 100-0.1507200] - ك0 
0 


8 - 7775-779.583]| 15(07 م -1000- 


ألف دينار. 


5204 











عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (9) مبادىء التكامل 


1. فائض المنتج ((25) 51/171115 ٠*5‏ 1001:2م) 
هو المساحة المحصورة بين السعر التوازني ونقطة 
التقاء منحنى العرضص مع المحور العمودي. إذن 


0-0 +60 | -(88.31()6.8278) ح لمر 
0 
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1 0 "دم 1 0 + 600)-779.583 - 


مثال (9.16) مجموع الإنفاق المُمكن ( 11111727655 
76110 10): 

تعثل:دالة الطلب استعداف المسيقيايكن الانفاق علئ 
السلعة مقابل المستويات المختلفة من الأسعار. 

شكل (9.7) 





يمكننا حساب مجموع الإنفاق الذي قد يقوم به 
المستهلكون مقابل مستويات الأسعار الممكنة» من 
خلال حساب المساحة تحت منحنى الطلبء, لأنها تمثل 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي )9 مبادىء التكامل 


مجموع الإنفاق ((/11) 17©11011:116© 101011)؛ كما 
في الشكل (9.7): 
0 »م - :11 


نهنا حوس اهل اله المتلك نيدن الال السانق» 


1 - 1 000- 0.150200 -1000- 0 1507 | 
0-0 


5 -ح- (0.5(0)0.15(01000) -1000 - 


ألف دينار. 


. مثال (9,17) توزيع الدخل ومنحنى لورئز ومعامل 
يستخدم اقتصاديو التنمية توزيع الدخل ( 77120716 
1 ++++2 و منحنى لورنز ( 1111© 2 22) 
3 معامل جيني (000/1612111 0100 ) كأدوات تحليلية 
الشكل (9.10) بأن توزيع الدخل. التراكمي . 
(11517151111010) 117201116 11111110111106 ) معطى 
بالمنحنى الأحمر السميكء الذي يُسمى منحنى لورنز. 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (9) مبادىء التكامل 


وهو يعطي نسبة السكان (9617) التي تحصل على 
نسبة من الدخل الكلي (961). 
شكل ) 





وعلى سبيل المثال» لو كان (901) من السكان يحصل 
على (901) من الدخل؛ و (902) منهم يحصل على 
(902) من الدخل؛ وهكذا إلى أن نصل إلى (9099) 
من السكان يحصلون على (97099) من الدخلء لقلنا 
بأن الدخل موزعٌ بين السكان بالتساوي. وفي هذه 
الحالة النظرية (المستبعدة) ينطبق منحنى لورنز على 
خط التوزيع المتساوي» وتكون مساحة المثلث (أ ب 
ج) قد انطبقت على نفسها. لكن الاختلافات في توزيع 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (9) مبادىء التكامل 


0 تحدث في الك ا بشكلٍ 0 
وك كان حاصل تسيية مساحة السسبطنة رد 00 
مساحة المثلث (أ ب ج) قريبة من الواحد الصحيح. 
زادت التفاوتات في توزيع الدخل. وكلما اقترب 
حاصل القسمة من الصفر اقترب توزيع الدخل بين 
أفراد المجتمع من التساوي. 
لنفترض بأن توزيع الدخل في مجتمع ما معطى 
بواسطة منحنى لورنز ((7,)7) بالصيعغة التالية: 
تممه رم 
يمكننا إعادة صياغة الدالة كما يلي: 

ترم ل م مه - راط 
ترم -م2- مو- 20 - 
حيث ترمز () ل نسبة الأفراد الذين يحصلون على 
نسبة معينة من الدخل الكلي (1) للمجتمع. 


3 1در 3 1در_ 
17 -2-27-2)1) | 2- صل ةرم -)-م- )4 ا عن 
0-+ر_] 0-] 


5 
86 - 20-1-5 5 0 20-5 7م - 7 2)0 - 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (9) مبادىء التكامل 
إن تفسير قيمة معامل جيني(0.4) يرجع إلى السلطة 
لأنها بعيدة عن الواحد الصحيح بمقدار (0/060)» وقد 
يعتبرها البعض دليلا على سؤ توزيع الدخل في 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (9) مبادىء التكامل 
1ه. اسئلة الفصل التاسع 

22-70 + ثير - (2) ار 

بين (2 - <) و (5 -2). 

3110( + 2 


بين (3 ح- <) و (10 - 2 ). 


اتسين قنياة التكا لقف لكلف 3 اله النكا تشم اهدده 
القالية 


/ )©( - 05 + 0+0 


عند (10- 0). 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي ملحق (1) 


177 .. ملح ق(1) 
برنامج (144/714) الذي استخدم في الرسم 
ثلاثي الأبعاد 
66 
هكلاء 


ا لاا ات كبر 
ل 1 دن كير 
م 2-1 

2-1 خرتة )1 

م 2+1-ه 

م 5-1 

ع[ ->و 1012 


رك قدي ديا 


ا ع لك رم 011 
2ه 

-52 * 2ح (5, ح) 02 

تر رن 5515 

م 1+ه-ه 

0ع 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (9) مبادىء التكامل 


ممع 
1109112 

و ا 0 ع م 1 ا قريردة 
ل 0 
ليه عي كات 5 4< 

للح هلمم 

ا ا ل عل سا ظللج ها لاد 

110112 

ا م ل ل ل ا 
ل 01 
لي ل كات 41-15 < 

( ”97“ )1ع7132 

اا دس عا ظللح ها قاد 

110112 

ك ‏ يو الاي 7  0‏ بز 1 الاء 1 م5 
20 ل اكه 
ل ل ات 5 للك ء 
(” 

م 


0 
21321 )'5 )> 00 


7 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (9) مبادىء التكامل 
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عبدارزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (9) مبادىء التكامل 


527 مراجع الهندسة التحليلية والتفاضل 


- 171100161101110 .أ( ,0550171 
27 ىل 1 “سح 01111 :عسل أدحع 1 11 
.(1973) 


20/110119, كل 121/10 /1114 1111100111" .ل‎  - 
01 11011/16111011 10110111125 32 0 [0 
1 اااطا-مسحن‎ )[ 954. 


- 55ل 1أناع اسن" ,أنه 1© .لط ,107106175] 
.(1970) ,دوع 27 460061111 


- ,كلا ألا هنا ...لآ .177101 0710 ,. ل ,5005 
بلط 300 '* رعاطمة تنا أه(ءندهء 5 0110 0116() 
(1975) ,نوء !11/11 تمل 


- 110111 كنلاألاء أله ي)'' .ل ,را /وناامع/0 نادي 
.19/75 ) ,211/5 “ررح 11م 2) 4101112“ 
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71 إمانيويل كانط 
(1724-1804) 


شيئان يملآن قلبي دوماً بالإعجاب والخشوع: السماء المرصعة بالنجوم فوق رأسيء والقانون 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 


511 10 
7+ الجبر الخطي 


4 1ع 1م ]1 


(10.1)المُتجهات(075/ع1/26): 

المتجهات حالة خاصة من المصفوفات» ويعرّفالمتجه 
(760107) بأنهكمية مع اتجاه( 110911111106 ,1/411111(7) 
71 011100 16119177 07).وعلى سبيل المثال 
يشكل (2-2,5) متجهاً للأسعارء و (0-10,4) متجهاً 
للكميات. ويمكن تمثيل المتجه بيانياً على شكل سهم له 
بداية ونهاية» كما في الشكل (10.1). 


شكل (10.1) 
المُتجه ذو البداية (4) والنهاية (8) 


عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 


0-4 


تمثل نقطة البداية قيمة (أو قيمأً) مُحددة قد تكون 


0 


مويكية) سالية أو اضبقاراء أو كليظا تيا .وقمتل النهاءة 
قيما أخرى. ويمكن إجراء عمليات جمع وطرح وقسمة 
المتجهات حسب قواعد رياضية محددة» ومنها القاعد 
التالية: 


. قاعدة الناتج الداخلي (حصيلة النقطة)( 01 1 ١!1آ‏ 
0011 001)» وتسمى في بعض الأحيان ناتج الضرب 
الكمي الثابت (ل1 0١0001‏ 503131). وتتم كما في المثال 
التالي: لو افترضنا أن لدينا متجهي الأسعار والكميات 
المذكورين أعلاه. يتم الحصول على ناتج ضربهما حسب 
القاعدة أعلاه بجعل أحد هما متجه صفء والثاني متجه 
عمود (شريطة أن يكون عدد القيم متساويا في الجهتين): 
وتتم عملية الضرب القبلي بضرب الصف بالعمود 
)10 
4 


20-0 +20 - 1 2 -0).م 





تكون النتيجة كمية عددية ثابتة (560107). ويوضح 
الشكل () أن المتجهين منبثقين» في هذه الحالة» من 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 


نقطة الأصلء وأن انفراجهما قد صنع زاوية مقدارها 20 
المقاية الت تعاملنا معها في النضل الثاني 


شكل (10.2) 





يُعرفطول المُتجه (1©1191[1 07 710871111/06) بأنه قيمة 


رياضياً بالصيغة التالية» للمتجه (4) مثلاً: 


2...+ 2ه + تمل - ها 
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غبدالرزاق بت هانق مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 


وعلى سبيل المثال يبلغ طول المتجه (2) 


9 م 29/. - 25 + 4ل - 2ص + #صل, - إما 


و طول المتجه (0) 


0| - ./02 + 02 - ./1100+16 - 16 7 


من قوانين جيب التمام تُعرف الزاوية (0) بدلالة الناتج 
الداخلي و طول كل من المتجهين كما يلي: 


69 م الاصيي كه 


"4 46 ع (0.69) 5م .. 


©2056 - 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 


أي أن مقدار الزاوية (0) التي صنعها انفراج المتجهين 
(5) و (0) هو (46.4)درجة تقريباً. 


في مثل هذه الحالة يمثل الناتج الداخلي ما يطلق عليها 
في الاقتصاد الجزئي الإيرادات الكلية( 0101/ 

6 ام مما يعني أن الإيرادات الكلية (779) 
بصيغة المتجهات هي(0ه-*7). ومن النتيجة أعلاه 
يمكننا حساب الناتج الداخلي لأي متجهين إذا علمنا 
الزاوية بينهما وحاصل ضرب طوليهما. ومن الخواص 
المهمة لعملية الضرب الداخلي أن المتجهين المضروبين 
يكونان متعامدان (07170907:01) إذا كان الناتج 


الداخلي بينهما صفرا. 


يمكننا طرح (أو جمع) المتجهين كما يلي: 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 


[1 8-]- [4 10]-[5 2]-0)-م 


3 
ا- 51-18 2]-41 0-دم-ه 
8. مثال (10.1/ طرح (جمع/ المتجهات: 
لنفترض أن لدينا المتجهين (4 ,4 - 0) و (,5 - اط 
2. تكون حصيلة طرحهما كما يلي: 
شكل (10.3) 


ضح إصم نوات 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 





[2 9]-[2 ث]-[ك4 4]-دم رم 


ويوضح الشكل () الصورة البيانية لعملية الطرح. 
(10.2)المصفوفات (6©5ع7/10177): 

تستخدم المصفوفات في عمليات رياضية كثيرة» وذلك 
لسهولة استخدامها وتطبيقاتها في كثيرٍ من الظواهر. 
وتاسستخدم» على .رجه الخصوصن» في التعبير .عن 
مجموعة المتغيرات» أو المعادلات المكونةلمنظومة 
معادلات آنية»وذلك بقصد إيجاد حلول لها. وعلى سبيل 
المثال» دعنا 


53603 


عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 


نفترض أن لدينامنظومة المعادلات 


ا لانية (5(:5(:©111 01/411015 © 0115 ©:51711111101)التالية: 


0 بادره + 2..+ ولدوره0 + 3ك 
وك - ,لتتدريه + ...+ وريه + ,ويك 
بل ع ,دنه + ...+ ولاور4ه + وتنك 


يمكننا استخدام المصفوفات للتعبير عن هذه المنظومة 
كما يلي: 











| ,4 2 يه امام ورية#© 2رة# رك 

4 رس روه . ٠.‏ . ووة© رو روك 
+42 ا ايه فلن و0 0 0 
(1») (1»اعم) (17) 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 


حيث يقصد ب (2 < )أن مصفوفة 
المعاملات (1110:1712 0,:()00©7//716111) تتكون من (7) 
من الصفوف (70105) و (1) منالأعمدة(0011/11115). 
بينما تتكون المصفوفة (:3) من (/) من الصفوف. 
وعمود واحد فقط». وتسمى في هذه الحالةمتجه عمود 
(1610101111111)» وهي حالة خاصة من 
المصفوفات. وتتكون المصفوفة (:0) كذلك من (7) من 
الصفوفء, وعمود وحد فقطء وهي متجه عمود. 
يسمى عدد الصفوف والأعمدةأبعاد المصفوفة( 71101711 
15 وويمكننا اختصار الصيغة أعلاه كما 
بلي: 


نفترض أن مصفوفة المعاملات 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 


01 و41 1ك 
01 و42 1مك 
حر 
1 0 1 02 0 
1 

أ 

كا 3 

و4 رت 

ادك | ا-دلر 














اد 


(1) (1»اع) 

هما نتهها المكفيرات: والكارل علوجالقوالئن »مكنذا وكيم 
الصيغة المعبرة عن المنظومة 

أعلاه كما يلي: 


4 2- 0 


1»ام) (1«ا6م) (/ام) 


حيث أن (4, 4) هما مصفوفة ومتجه أعداد حقيقية 


ثابتة على التوالي» و()2) مصفوفة 


5356 


عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 
متغيرات حقيقية بالأبعاد المشار إليها. واذا استطعنا 
إيجاد مصفوفة معينة» ويرمز لها ب(47)» 
وتسمدالمصفوفة المعكوسة(77110171 17212756) ل (4)» 


2 
وي‎ ٠ 


نكون بذلك قد حصلنا على حلول لمنظومة المعادلات 
أعلاهء أي تعرفنا على قيم المتغيرات (1) 

التي تحقق منظومة المعادلات. وسنتحدث عن 
ذلكبالتفصيل في الصفحات المقبلة إن 

شاء الله. أما الآن فنحن في حاجة إلى التعرف على 
كيفية التعامل مع المصفوفات والقوانين 

والشروطالتي تحكمها. 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 


دعنا نفترض أن لدينا منظومة المعادلات الآنية التالية: 


5 - بن د ويّزة ج- و26 
7 ح يريرك + و2 + غر- 
29 انرق 2د رويرة جد ريد 


15 16 7 - 2 
31-7 4 2 1- 
9 و1 938 5- 1 
(3»1) (3«1) (33) 


إن أبعاد المصفوفة(4) هي (2))33 في حين أن أبعاد 


المتجه (1) هي (3*1)» وأبعاد المتجه (04) هي 
(31). 


(10.3)منقول المصفوفة( 0 [0 1707157056 
1[ 0200 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 


بقصد بمنقول المصفوفة» أن يتم تغيير مواقع الأعمدة 
والصفوف لتحل مكان بعضها البعض. فلو كان لدينا 


2309 


عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الذ طي 


8 0 01 
7 م اح كير 
7 6 © 


مثال (10.4) منقول المتجه: 





5 
, 
م 
3 
كك 
هو المتجه 
[ك4 3 2 4-1 


أي أن متجه العمود (77601017 6011/11177) انقلب إلى 


متجه صف 176101 1:0110/. 
مثال (10.5) المصفوفة السحرية(<ة711017 ©71091): 


دعنا نفترض أن لدينا المصفوفة التالية: 
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غبدالرزاق جني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 


ومنها يكون منقولها 


5 3 4 
/1'- 5 9 


1 
6 7 2 





وقد سُميتمصفوفة سحريةلإن مجموع أي صف أو عمود 
أو قطر في المصفوفتين هو نفسه. وفي هذه الحالة 


(0. (10.4/جمع وطرح المصفوقات: 
تُجمع | لمصفوفات وتُطرح شريطة أن تكون أبعادها 
متساوية. 


لنفترض أن لدينا المصفوفتين التاليتين: 


3041 


عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي [7010 أساسياة الجيق الخطر 


9 7 22 02 5+2 2+0 
7 5 5-|0+7 1+4 4+1- +ج+لم 
3 5 3 2+1 2+3 3+0 


(3»3) يد 
8 
5 3 2 7-2 5-2 2-0 
7 3- 0-7-3 1-4 4-1(ح-ديم- لم 
1 1- 3 2-1 2-3 3-0 
(33) (3«3) 


ويجوز ضرب المصفوفة بكمية ثابتة(500107)» أو 


مثال (10.7) ضرب المصفوفة وقسمتها على كمية 


.2 مى 3ه 
9 
فو 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 
لنفترض أن لدينا المصفوفة 


3 9 6 1 3 2 
2 6 34-115 .|4 2 5-لىم 
3 009 1 3 0 


)33( )33( 


حيث ضر بَ كل عنصر (167716711©) من عناصر 
المصفوفة(4) بالكمية (3)» وأن 


1/2 3/2 1 لد 
 ---4-15/2 1 2‏ 
222 
2 3/2 0 
(033) 


بعد أن تم تقسيم كل عنصر من المصفوفة (ر4/) على 
الكمية (2). 

(10.4)ضرب المصفوفات( 712171 

22221 [1 110 


5303 


عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 


تُضرب المصفوفات بعضها ببعض حسب ترتيب مُحَدَد. 
فإما أن تضرب ضرباً بعدياً (:01101ع7051-7111/111711) 
أو يطدزيا قبلا (0110 711 ة1711111-ء"رم). ولا تكون 
النتيجة» في معظم الحالاتء» متساوية إذا تغير ترتيب 
الضرب. فإذا ضُربت المصفوفة (4) بالمصفوفة (8) 
كما في (48).» فإن المصفوفة (4) قد ضُربت قبلياً 
بالمصفوفة (8)» أو أن (8) قد ضربت بعدياً بالمصفوفة 
اول دوز رب مستارتقيق: زأى أقتر) إلة إن كاك 
عدد الأعمدة بالمصفوفة الأولى داري لعذق السقورف: 
بالمصفوفة الثانية» كما في عملية الضرب الآتية: 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 





)273( 


تئج 


مثال (10.8)ضرب المصفوفات: 





لدينا المصفوفتان المبينتان أعلاه: 


2-5 2 4 0 
4 , 8 
0 0 


)2»2( )23( 


إن ضرب (ر1/)معار9/قبلياً يُنتج: 


)2«2+33( )24+32( )20+ 31» 2( 
)0«2+73( )0»4+72( )0»0 +7 2( 


)23( 
_]13 14 6 
2121 14 14 


)23( 


عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 
حصلنا على النتيجة (48) بضرب كل عنصر في 
الصف الأول للمصفوفة (4) مع العنصر المقابل له في 
العمود الأول للمصفوفة (8)» ثم تُجمع للحصول على 
الصف الأول. وتعاد العملية للعمود الثاني..... وهكذا. 
واذا توفر شرط الضرب. أي أن يكون عدد الأعمدة 
فيالمصفوفة الأولى مساوياً لعدد الصفوف في المصفوفة 
الثانية» فإن المصفوفة الناتجة ستكون بأبعاد مساوية ل 
(صفوف الأولى < أعمدة الثانية)» كما هو مبين في 
المثال أعلاه. 


عا. مثال (10.9) ضرب المصفوفة بمنقولهاء 


دعنا نفترض أن لدينا متجه عمود (4)» ومنقوله د كما 


5306 


عتذالر واف يق هافق مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 


بما أن عدد أعمدة (4) يساوي عدد صفوف (4): فإن 
شوك الغبوت: قن تلفق بروينتج فرق الخدرته أن 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 








1 
2 
[ند 1 8 |-” 
2 1 
(م»*1) (1»م) 
[ متا 
5 5 
26 20002 4 
2 
260 كيت 
2 
[ ,27 .2 وير ولتي ]| 





»م 
وفي حال عكس ترتيب الضربء أي ضرب 20 في 


(22+...+ قره 2) د | [رد ل يد نه مام 








)1<»7( 1 )11( 


أي أن حاصل الضرب يُنتج مجموع مربعات قيم المتغير 
وهي كمية ثابتة (500107/). أي أن( م-ه). لكن 
(4مءسه)ءإلا في حالات خاصة؛» سنتحدث عنها في 
الصفحات المقبلة. 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 
وأردنا الحصول على ضربها حسب الترتيب 
(©) .(8) . (4). ولا يتحقق الضرب إلا إذا كانت أبعاد 


كل مصفوفة متفقة مع شرط الضرب. أي لابد أن تكون 
الأبعاد مات كمأ دلي : 


0 8 4 
زع »“ام) (ص»<6) (727) 


ونتيجة الضرب تكون المصفوفة © 42 


(ع 072 


لنفترضء على سبيل المثال» أن لدينا المتجهات الثلاثة 
المبينة أدناه.فتكون نتيجة الضرب 


)3»1( 0«*2( )2«1( )3*»1( 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 
ا. مثال (10.10) ضرب المصفوفات: 
لنفترض أن هناك شخصينء دانا وعبدالرحمن. وأنهما 
يرغبان في شراء السلع المبينة أسعارها وكمياتها في 
الجدولين أدناهعومن واحدة من البقالتين (أ) و(ب). 
يكنا وضع المعاومات الواردة في الجدولين في 
مصفوفتين » ثم إجراء الضرب المناسبء وإعطاء 
التفسير المناسب لعملية الضرب. 


مصفوفة الكميات (0)) 
1 3 |2 دانا 
4 1[ 1 عبدالرحمن 

















مصفوفة الأسعار ١م‏ 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 


رب) 

















تكون مصفوفتا الكميات (0)) والأسعار (2) كما يلي: 


23: 
0-10 1 


0 0.15 
0 0.20 إحدمسمر 
0 1.10 





وتكون نتيجة الضرب كما يلي: 


0.15 0 


2 3 1 2 39 

-| 0.30 0.20 ). - طل د رآ 

1 1 4 4.5 .5 
1.10 0 


اغا تفسير النتيجة فهي أن | لمصفوفة (/2) تمثل ما ينفقه 
دانا وعبدالرحمن لو تسوق كل منهما من البقالتين» كما 
يلي: 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 


إنفاق دانا عند إنفاق دانا عند 
شراتها من البقالة (ب) شرائها من البقالة (أ) 


عند شرانه من البقانهة (ب) عند شرائه من البقالة (أ) 


مثال (10.11) سلسلة ماركوف ( 1107/01 
71 )إضرب المصفوفات: 


أجريت دراسة عن الإستخدام اليومي لوسائط النقل» 
العامة والخاصة» في مدينة ماء فوجدت أن عدد 
مستخدميها بلغ (2500) شخصء (7590) منهم 
يستخدمون الوسائط العامة» و(25640) يستخدمون 
الوسائط الخاصة. وبعد سنة أجريت دراسة أخرى فوجدت 
أن نسبة (60946) ممن يستخدمون الوسائط العامة قد 
أبقت على استخدامها لوسائط النقل العام» و(4090) قد 
لجأت إلى وسائط النقل الخاصة» ونسبة (6؟10) ممن 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 
يستخدمون الوسائط الخاصة قد لجأت إلى الوسائط 
العامة» و (9096) أبقت على استعمال الوسائط 


امة | ادخاصة., 
60 توير_القتكنا | ووم تدوير_ 


أي أن عدد مستخدمي الوسائط العامة هو 

(1875 - (752500.)) و عدد مستخدمي 
الوسائط الخاصة هو (625 - (25<2500.)) وقت 
الدراسة الأولى. وبعد سنة أصبحت كما يلي: 


06003 





عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 


4 
1175 ا -0 
25ظ12 ]625 2 >3 
42 
مستخدمو الوسائط الخاصة 
الناقلة(171101716 170715111017)» ونرمز لمتجه عدد 


0 0 1. بآ 
- ح ولك 




















[13125] 625 [9. 4. 
و 
|75 | |1]1187.5. 66. 

- -_- كلك 
[1656.25] [9[1312.5. 4. 
11575١‏ ى |1875]_ 
[1312.5] “35 (625] " 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 


وترمر (قلم) لنتيجة الدراسة عند انتهاء الفترة 
الإبتدائية» و 41م ) لنتيجة الدراسة عند انتهاء الفترة 
الأولى» إذا بقيت أنماط الإستعمال متشابهة بين 


من المهم ملاحظة أن المصفوفة الناقلة (4) ثابتة» لكن 
توزيع القيم في المتجه (:/3) يتغيرء وحاصل الجمع 
ثابت. (لماذا ؟). (ولماذا سُميت سلسلة ماركوف؟). 
أحسب (ج41). 


يمكننا رفع المصفوفة المربعة لقوة كاملة (2)1711696©7 
لنفترض أن لدينا المصفوفة المربعة 

1 11| 

د 


فإن 





6005 


عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 











2م + همه + ثم - 87 جم) 


وهذه النتيجة شبيهة بنتيجة فك الأقواس في الحساب 
العادي. 


مثال (10.12)النمو في عدد السكان (نموذج ب. ه. 
ليزلي): 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 


لنفترض أننا ندرس ظاهرة نمو السكان خلال جيل كامل 
0ه 1ج 0111 في مجتمع يتميز بما يلي: 
عدد الأطفال الإناث تحت سن الإنجاب (1600). 

عدد الإناث القادرات على الإنجاب تحت سن الثلاثين 
(2000). 

عدد الإناث القادرات على الإنجاب فوق سن الثلاثين 
(1000). 

معدل الولادات للنساء تحت سن الثلاثين (5). 

معدل الولادات للنساء فوق سن الثلاثين (3). 

احتمال أن تصل الطفلة سن الإنجاب تحت سن الثلاثين 
(9546). 

احتمال أن تصل المرأة تحت سن الثلاثين إلى سن فوق 
الثلاثين (9996). 

ماهي التغيرات التي تطرأ على توزيع عدد السكان خلال 
فقزة الهين لكام 


- يُقصد بالجيل الكامل ' بداية حياة الأنثى منذ ولادتها وحتى انتهاء فترة خصوبتها. 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 


يمكننا وضع المعلومات أعلاه في صورة مصفوفات 
على النحو التالي: 


معدل انجاب الإناث معدل انجاب الإناث 






المواليد من القادرات فوق 30 سنة 2 تحث 30 سنة 
على الإنجاب من غير 27 
الأطفال ٠‏ 
الأطفال الإناث اللواتي معدل انجاب الأطفال 
وصلن سن الإنجاب 


نحث 30 





مسرو د انا احتمال وصول + 9 5 
المرأةٌ فوق 30 احثمال وصول الطفله 


اللوائي وصلن فوق سن 30 
إلى سن الإنجاب تحث 30 
عدد الإناث 
فوق سن 30 


وبالتالي فإن المصفوفة هي 
1000 310 5 0 
1320 ظ -- 0 0 5 
153030 0 01 99. 0 


ماهي التغيرات التي تطرأ على توزيع السكان خلال 
الجيل القادم؟ 
(10.5)مصفوفة الوحدة(1/10217:1 102111110): 





تُعرف مصفوفة الوحدة» بأنهامصفوفة مربعة (©501/07) 
يحتويقطرها الرئيسي 010901101 0117121701/ على 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 
الآحاد الصحيحة فقط وأصفارا في المواقع الأخرى؛ 


ويرمز لها بالرمز ١‏ حيث تمتثل ر/ أبعاد المصفوفة. 
مثال (10.13) مصفوفة الوحدة: 


كح يني .2 3 
قي خخ إنني ني 
3 :8 -«ح. .و 
1 لك در ىا أ 











10 60| 9 

0 0 1[ 9 

من خواص هذه المصفوفة أنها تؤدي عمل الواحد 
الصحيح في العمليات الحسابية العادية» أي أن 


م - ئدهم دمر 


5 4 - 5 ]1 4 
(م»<م) (712>7) (م؟» 2 (7»م) (71>7) 


كما أن «مربعة دائماًء (أي متساوية الأبعاد). 
(10.6)المصفوفة المتطابقة (المتمائلة)( 517717116171 
0200 
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غيذا :اف قات مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 


تعرف المصفوفة المتطابقة بأنها مصفوفة لا يتغير 
شكلها بعد إجراء عملية النقللهارء707151705/ . 


مثال () لدينا المصفوفة: 








3 ]كم ا" 
2 | و 2 | 
00 
'4 - 4 


ولا تكون المصفوفة متطابقة (متماظة) إلا إذا كانت 
أبعادها متساوية» أي أنها مربعة(501/076). ومن صفات 
التنصيفوقانت المنقولة .ها لي 


منقول المصفوفة المنقولة يعطي المصفوفة الأصلية» أي 


ع 


ان 


م - 'لم) 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 


منقول حاصل ضرب المصفوفتين ر4/) ور) يعطي 
حاصل ضرب منقول ر8/ مع منقول رم/» مع تغير 
ترتيب الضربء أي أن: 


ج-منقول حاصل جمع المصفوفتين ر4) و/8/ يعطي 
حاصل جمع متقول 1م ومنقول ر9/؛ أي أن 
و 


2 'غ1 +'م - (عا8 +م) 


©. (10.7/معكوس المصفوفةل)«(121/! عواع/!1): 
يُعرفمعكوس المصفوفة(4): (أو المصفوفة المعكوسة). 
ويرمز له بالرمز (-4) بأنها المصفوفة ذات 
الصفةالتالية: 


1< 4بل - بم 5 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 


وكي نتمكن من اشتقاق معكوس مصفوفة ماء يجب ان 
يتوفر فيها شرطان: 


أولآ-. أن.تكون مريعة؛ أى أن أبعادها متساوية. 


ثانياً- أن لا تكون قيمة محدداتها (00©1677111710111) 
ضفرا : وعادة ما تسمى المصفوفة التي تكون محددتها 
صفراً بالمُفردة (517191/107). 
(10.58)المُحَدِدَة(12©1611111110711): 

تُعرّف المحددة في سياق حاجتنا إليهافي هذا السياق 
بأنها الكمية التي تحدد وحوم | عدم وجود مصفوفة 
ب اشير عيب رن المفرسيايس 
ضرب عناصر الصف الأول للمصفوفة بالعناصر 
المشتركة(00/60107)المقابلة لها كما في المثال التالي: 


مثال (10.14) محددة المصفوفة: 


612 


عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 


لنفترض أن المصفوفة 


إن محددة هذه المصفوفة هي 


(23)-(221) - زم)ئعل 
ه2-6-4- 


حيث ترمز ر061)4 إلى محددة المصفوفة ر4/. وما 
قمنا به كان مجرد ضرب العدد الأول في القطر الرئيسي 
بالعدد الثاني على نفس القطر (من الأعلى إلى الأسفل) 
وطرح الناتج من حاصل ضرب عددي القطر الثاني» 
من الأسفل إلى الأعلى» مع أخذ الإشارة بعين الإعتبار. 
وعندما تزداد أبعاد المصفوفة» فإن إيجاد المُحددّة يتطلب 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 


تقسيم المصفوفة إلى مصفوفات جزئية» ثم إيجاد قيمة 
كل منهاء كما يتضح من المثال التالي. 
مثال (10.15) محددة المصفوفة: 


لدينا المقرقة 


3 22-1 
1 | 5 2-)-زمز 
جم 2 123 


تكون محددتها كما يلي: 


|5 2- 11 2- 1[ 5 
أع30 + اع (1-) - اع 2 - (ظ)اع0 
1 [4- 1 4- 2 








[(5(00) - (2()2-)31 + [()7) - )2 )| + [()2) - 4)ر2|)5 
4- 


دعنا نوضح الطريقة التي يتم من خلالها الحمصول على 
محددة المصفوفة؛ والمصفوفات الجزئية» من المصفوفة 
4 2 1 


كما يلي: 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 


الخطوة الأولى:نضرب العدد الأول» (الشمال الغربي)» 
بعد شطب الصف والعمود الذي ينتمي إليه العدد. 


12 ع 


الفاح 8 





وتؤخذ الإشارات» سالبة أو موجبة» بعين الاعتبار. 
الخطوة الثانية: نضرب العدد الأوسط العلوي بعد تغيير 
إشارته وشطب الصف والعمود الذي ينتمى إليه. 


الى 
ل 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 


الخطوة الثالثة: نضرب العدد الثالث (الشمال الشرقي). 





وأخيراً نجمع حاصل ضرب الأعداد الثلاثة بمحددات 
المصفوفات الثلاث؛» فيكون حاصل الجمع هو قيمة 
المحددة. 

مثال (10.16) محددة المصفوفة: 


1 


0 عل (3 0 
|5 اند 0 1 
1 -[22)) - (31)331)5 + [(2()1) - (2()0)] -[(5()2) - (2])2()0 - 


3 |2 2 
مه 00 أن 3 (2) ع (8)نغع0 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 


إذا كانت أبعاد المصفوفة أكثر من ثلاثة» فإن قيمة 
المكدذة تحتسب من حاصل ضيرب الأغداد الغلوية» يعد 
شطب الصف والعمود الذي ينتمي إليه كل عدد على 
حده بمحددات المصفوفات المتبقية. ويتم تغيير إشارة 
العدد في كل خطوة متعاقبة» مع أخذ إشارة العدد بعين 
الاعتبار. 


٠«‏ + ميو 


4]. مثال (10.17) محددة مصفوفة رباعية: 


1 


لدينا المصفوفة الرباعية” 


1 


تكون محددة المصفوفة (12) كما يلي: 


دح > ذخ حرد 
دخ درام دحم ور 
دن حمر © © 


1 3 0 2 3 0 2 1 0 ل 3 
0 2 62ع1(0)-21 2 62ع3(0)+21 0 2 نإعل(2)- |2 0 62عل(2) - رك)اعل 


3 0 [1 4 0 [1 4 3 1 4 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي لحرت اجن عدي 


ثم تحسب قيمة المحددات كالمعتاد. قم بما تبقى من 
حكراتة كدر بالعلم أ قيمتها هي (40). 


(10.9)ناتج الضرب التقاطعي (27001/21 07055)): 
دعنا نتخيل المتجهات الثلاثة ([0 0 1]-7) و 
([(010]-7) و ([001]-6)» حيث يبلغ طول كل واحدٍ 
منها وحدة واحدة ( 1721017 1/1111). إن كل متجه منها 
ينبثق من نقطة الأصلء ويمكن تمثيلها بيانياً كما في 
الشكلين (10.4 أ ء ب) أدناه. 

شكل (10.4) أ 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 


وتسمى قاعدة الضرب هذه. في بعض الأحيان» قاعدة 
اليد ان (©71/1 7707110 719/11) المصورة بيانياً في 
الشكل (4.3)ب» أدناه. 


0- هذه التسمية مُقتبسة أصلاً من علمي الفيزياء (الكهرباء والمغناطيسيا) والميكانيكاء ولا غنى عن إقحامها هنا لتوضيح المعنى الهندسي لمحددة 
المصفوفة. 
619 





عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 
شكل (10.4) ب: قاعدة اليد اليمنى 


2 


0 


لو افترضنا ورخود المتجة (2) التشكل من مكونات قابقة 
(601075؟) كما يلي: 


[ ده يه ,0]- 0 


نستطيع تمثيل هذا ١‏ لمتجه بدلالة المتجهات (2 'ر: ) أو 
(2 ,7 ,) كما يلي: 


]يك + [ يك + 41 - 0 


4. 


حدثلنا 


[يه 0 0]+[0 يه 0]+[0 0 به]- إبيه يه ,4هإ] 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي 00 اساسيات الجين الخطى 


من أجل توضيح الفكرة دعنا نفترض أن لدينا المتجهين 
)0 و ) و 5 ب > د من ثلاثة مكونات (.4 4 م( 
و (ره 8 106 على التوالي. إذن 
]يك + [ يك + 1ه - 0 


عبط + ي8 + 8,1 ح- 6 


قل اكهالضبرب» التقاطعي للمتجهين 0( و )6 كما 
يلي : 


1 00م‎ ٠ 
' ١ كوو © 5 وض © © مون‎ 
«> 2 ح١‎ 0 01 01 - ع7(701)‎ -_ 0 5 
1 2 3 و5 2 6 48 0 زيط و6‎ 








[(يه)( 6 -(60)( 560 +[(يه)( 6 - (و©)( رهاز -[(و0)0 ي6) - (رط)زيم)]: -- 


ويمكننا تمثيل ناتج الضرب بيانياً كما في الشكل (5.3) 
أدناه. وهو عبارة عن مساحة الشكل الرباعي (متوازي 
الأضلاع) المحصور بين المتجهين )0( و (6). 

شكل (10.5) 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 


حصيلة الضرب التقاطعي للمتجهين (©) و (5) 





ومن قوانين الجيب يمكننا حساب المساحة بواسطة 
الصيغة التالية: 


© صذع إض|.|ه| ع إط >< > | 
حيث ترمز كل من )٠(‏ و (0) لطول المتجهين (6) و 
(5) على التوالي» و (00:) لجيب الزاوية (0) المحصورة 
بين المتجهين» مما يعني أن مُحددة المصفوفة (5< 0) 
هي القيمة المطلقة لمساحة متوازي الأضلاع المبين في 
الشكل (5.3) أعلاه. 


(10.10)اشتقاق المصفوفة المعكوسة: 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 


يك انان اليسونة لكيه من عبار دري 
فقط. على أن لا تكون محددة المصفوفة شوان: وذلك 
بإتباع الخطوات التالية: 

لنفترض أن المصفوفة 


0 : ...ويه [إوك 


مل ع ممم هو© رو4 |-4م 








حيث ترمز رز , 3/ إلى موقعي الصف والعمود على 
التوالي. 


الخطوة الاولى: ننشىء مصفوفة من حاصل صرب 
العدد +16-) بقيمة المحددة المتبقية. بعد شطب الصف 


والعمود اللذين ينتمي إليهما العنصر ,,»ونبدأً من العنصر 
0ه كيت تلسمى هذه المصفوفة مصفوفة العناصر 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 


المشتركة(00/01075)» التي أشرنا إليها سابقاء ويرمز 
لها بالرمز (/60). 


مثال (10.18) مصفوفة العناصر المشتركة: 


لنفترض أن لدينا المصفوفة 
|3 2 
3 4-7 


يمكننا استخراج مصفوفة العناصر المشتركة (617) كما 
يلي : 





2- (1')2-) د ره 
2 - (1*)02-) دوه 
2 - (1(7*)3-) - ريه 

2 -(172)2-) - وره 


يتم ترتيب قيم العناصر ر[1©/ في مصفوفة ال ر007)) 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 


2-2 ]© © - زه ) رم> 
و 1 ٠6‏ عو 1 0 


حيث تسمى كل من «..» بالعامل المشترك (00/61017)» 
للعدد الذي أنشئت مقابله. 


مكال ([10,19) سصغوقة المخاضر البشفرعة: 
لنفترض أن لدينا | لمصفوفة ' 
1 


إذن فإن مصفوفة العوامل المشتركة مكونة مما يلي: 


5- : ايوق تلاز ) دارم ,21 3 أيعل تخازر ) داع 
|1 2 1 19( 





0 5 2+1 4 1 1+3 
]| أله '1(7-) د ريه ,7-- | و | هك *(1-) د ون 


3 2 243 0 2 242 
4-| ا قل 1(*7-) حوره ,2 -]| د د ألفل 1(22-) - يوه 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 


0 2 34-2 0 3 3+1 
١ | 6‏ أله 177 حوره ,9د | ؛ ال '(1-) - ررك 


أ 0“ 3 2 3143 
واحير ل هد '(1-)- ريه 


إذن 
0-7 5 1 16 و6 ع6 
3-|-|وو© وو© بو© |-(8) /0© 
5 6- 9 ود©» 652 1و© 


واذا كانت أبعاد المصفوفة أكثر من ثلاثة» فإن استخراج 
(رع» يتم بنكس الطريقة لكلدون: 


الخطوة الثانية: نأخذ منقول مصفوفة العناصر المشتركة» 


ويسمى الناتج المصفوفة المجاورة.ء 71710171 00[01711) » 
ويرمز لها ب ([00). 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 


|. مثال (10.20) المصفوفة المجاورة: 


المصفوفة المجاورة من المثال () هي 


فح 1 
6- 2 5|-(8)رم»)- (8)زلكه 
55 4 7- 


الخطوة الثالثة:يقسم كل عنصر من عناصر المصفوفة 
المجاورة على محددة المصفوفة الأصيلة» فتكون النتيجة 
هي المصفوفة المعكوسة (8). 

مثال(10.21) معكوس المصفوفة: 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 


المصفوفة. وهى 

)2()2( - )2()3( --4 

قلا ب | مروت كيه | ع 
- 2 4م 

0 -- 1 3 


رع “هم متم 


مقال (1022) فعكرين المضصشرفة: 


[©-00]0) +[ © -3|]0) -[2])4-2) - رصنعك 
0 ع 0-17+(5-)3-(2)1 - 


إذن» فإن المصفوفة المعكوسة ل ر8/ هي 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي 


(10) أساسيات الجبر الخطي 


17 3/17 1/17 
7 2/17 5/17 2ق 
07 4/17 7/17- 


ل. مثال (10.23) المصفوفة المعكوسة وحل المعادلات 
الانية: 
لنفترض أن لدينا منظومة المعادلات الآنية 


0 - و31 + 21 
2- و32 + ردك + ند 


7 - 1+ ث2 + 216 


نستخدم الصيغة (#-دعم). 


4 2 و1 2ر#» ررك 
و4 |-| ود ووه ووه إيهاحت4 
و4 2 ووه جو© [إوك 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 


لو استطعنا ايجاد المصفوفة(7م)ذات الصفة التالية: 


7م ح عقم لم 
-غ:1 
427 -غ:7 


نكون قد أنا على قيم رم الذي فى ١‏ حدحى م مة 
المعادلات» حيث تمثل (7/ مصفوفة الآحاد. ومن المثال 
(23.3) السابق قمنا باشتقاق المصفوفة المعكوسة م 
وكانت 

1/17 -3/17 9/17 


07 2/17 5/17 داق 
[ 5/17 2 4/17 7/17- 





وهي نفس معكوس المصفوفة /رك/» وبالتالي فإن 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 


10 4 1765.- 0585. 2 
12 09 5.1176 2941. 80 - يح ١‏ - لا 
17 1. 2353. 4115.- و26 











إذن 

0-+- - (17).5294- (1765.-)12- (10).0588 ح رك 
0-- - (3529.-)17-+ (12).1176+ (100.2941 - 26 
9- - (17).2941+ (12).2353+ (4118.-10 - 6 


من المثال (18.3) أعلاه؛ المصفوفة 


دم © ذم حرد 
دخ درام دحم ور 
درم سم بت 2ك 
خم وح وح لم 


زتها اكد الخصيول على المصخوفة المعكرسية 


0. 5-0 7500.- 2500. 
0. 1.0000- 1.1250 3750.-| ىر 


.3750 -.1250 0000 10 
.1250 -.375 1.0000 -_0 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 


17. (10.11) خواص المصفوفة المعكوسة: 
يمكن إيجاد معكوساتهاء فإن 


تمر ير رظهم) 
لم 1م تلن - 7 (0هم) 


(لاحظ تغير الترتيب!) 


معكوس المصفوفة المعكوسة ينتج المصفوفة الأصيلة 


)837( 1-8 


المعكوسة. 
7ع عسكت رق 


(10.12) الصيغة التربيعية(1”07771 011/0070:112)): 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 
لنفترض ان لدينا المعادلة 


7 + 0175 + * لبن 


تسمى الصيغة التي كتبت فيها هذه المعادلة الصيغة 


التربيعية(017711/ 01/007011) في المتغيرين (1) و 
)2 وذلك: لان المعادلة تشكلت من مجموع عبارات 


تربيعية أو حاصل ضرب لمتغيرات يكون مجموع القوى 
لها مساويا ل (2). وعلى سبيل المثال تعتبر اللمعادلة 


7 + 17ل + *327 + 5[ + “يو 


صيغة تربيعية» لأن المتغيرات مرفوعة للقوة (2)؛ أو أن 
حاصل جمع القوى المضروبة هو (2). أما الصيغة ( 


:++ ::) ليست تربيعية بسبب وجود العبارة (1) مرفوعة 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 


للقوة (1) وليست مضروبة بمتغير آخر مرفوع لنفس 
القوة. 


يمكننا دائما وضع الصيغة التربيعية على شكل 
مصفوفات ومتجهات ومعادلات. وعلى سبيل المثال» 


7 + 6172 + 3 ين 


بالشكل التالي 


10 1 1] - 3507 + 877 + 7 إن 
14 و0 
2 


في هذا السياق لابد من ملاحظة أن معاملي (20) و 
(1) قد وضبعا في القطر الرئيسي» في حين وضع (؟)؛ 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) . اساسيات الجين الخطي 


أي نصف معامل حاصل الضرب (77)» في القطر 
المعاكس (غير الرئيسي). 


ع 0 
او على سبيل المثال 
27 + 72 + 107 + 272 + 873 + 2 إن 


[2 7 2ي9*]- 





8 حرزادم عردم 
حاادم ه 5 زدم 
»ادم © انم 5 ٍ 


لنفترض أن تمثل مصفوفة ذات أبعاد »)6 وأرن 
4 تمثل مصفوفة متطابقة ذات أبعاد «.»م» فإن 


م 22 در 


الضرب للمصفوفات الثلاث)» ويمكننا أخذ مشتقات ر7/ 
بالنسبة للمتغيرات رن كما يلي 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 


2 2 7472 
4 ...+ 2626و 4 + 3/7 بره - كله ع( - [ز 
م0 


71 
426 2 حون عد وعد وند و2 2ك نور 2--- 


1 1-1 


71 2 
4 26 ح ... +... + وندور 20 + ,ن 20 - 6 
دز 32 


م06 


7 
4 2 ...لبعد ونور 20 1د يد 20 7بتك 
1<ز 0 


6)5:41( 
226 


يلاحظ أن المصفوفة () قد اسثبدلت بالعدد (2) بعد 
أخذ المشتقة ل (عهدء-:). 
مثال (10.25) الصيغة التربيعية: 


غ6ل24 - 


لدينا المصفوفة المتطابقة (4) والمتجه (30) 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 


آ 01 01 
1 ا 1 1 [يد ]| - مالع - م 
ف و41 وك 


)1*2( )22( )21( 


0 57 ع 
هى صيعة تربيعية» حيث ان 


ووو 0 + و3 ةو 4 + و1 دي + به - [آ 


ودوك + 13و 20 + 007 - 


4 30 - رندو 20 + 3 2 - د 


14 
دن 4 2 ح ودوو 2 + و 20 - د 


إذن فإن 





مثال (10.26) مشتقة الصيغة التربيعية: 


لدينا المصفوفة (ر4/ والمتجه ر/ التاليين: 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي 


8 3 8 واكم 


)1«2( )22( )2»1( 


2 





ّ |] +32 2+ [يد5‎ ١ 
و2‎ 


(2»1) (1*2) 
و36( و51 + 33) + ,:3( ,3 + ,:23) - 


5 + ,320,3 + ,16ر33 + 212 - 


537 + ,30ر61 + 21:2 - 


و61 + ,41 ح- 9 
21 
24 

و10127+ 61 ل 
22 


وبالتالي فإن 
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)10( 


أساسيات الجبر الخطي 


عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 
أن يفل من المعادلة ( دق وده ترد ) أن المعاملين )2( و 


(5) قد أتيا من القطر الرئيسي للمصفوفة؛ والمعامل 
الأوسط (6) هو حاصل جمع عناصر القطر المعاكس. 


مثال (10.27) مشتقة الصيغة التربيعية: 


لنفترض أن لدينا المصفوفة ار4/ والمتجه ر66/ التاليين: 


)1«*2( )22( )2»1( 


3 
[يد4 +7 7+ عد4] 00 
كك 


(2»1) (2 »01 
3ك + ,723 ) + 721+ «4) - 
دك + ث3 71 + بندرء7 + مرك - 


2 2 
و43 + ,142+ 42 - 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 


نلاحظ في المعادلة الأخيرة أن المعاملين (4) و (4) قد 
أتيا من القطر الرئيسي للمصفوفة» وأن المعامل الأوسط 
(14) هو حاصل جمع العددين الواقعين غي القطر غير 
الرئيسي. وهذا ما يفسر توزيع معلمات النموذج ( 

2ه + ته + سعد + »ع + يع + :عنم ) في المصفوفة التي اشرنا إليها 

في مقدمة الحديث عن الصيغة التربيعية. 


4 
141+ زه - 0 
60 

4 
و8 + ,147 - 0 
و60 


وبالتالي فإن 








5. (10.13)رتبة المصفوفة( »12 عز71017): 
تعرّف رتبة المصفوفة بأنها الحد الأقصى لعدد الصفوف 
ابد الاعيفة ال[ كاد خرن عضينا البعشر. ورقضة 


6010 








عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 


ب الاستقلال الخطي (©67:0672 110277 117©7) أن لا 
يعتمد أحد الأعمدة على عمود أو أعمدة أخرى, ولا 
يعتمد أحد الصفوف على صف أو صفوف أخرى. 
وعادة ما يرمز لرتبة المصفوفة (4) ب (4) 7. 


4. مثال (10.28) رتبة المصفوفة: 


نفترض أن لدينا المصفوفة 


|3 2 
ح- كر 
6 و 





نلاحظ أن 
0-[6 4+]-[ة 22 
أي أن الصف الأول يساوي نصف الصف الثانيء أو أن 


الصف الثاني يساوي ضعف الصف الأولء ولذلك فإن 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 
الصفين يعتمدان على بعضهما البعض (غير مستقلين)» 
وتكونرتبة المصفوفةفي هذه الحالة (1) لأن الحد 
الأقصى للصفوف أو الأعمدة المستقلة خطيا هو (1). 
وان أي عدد فردي مما تبقى منها يشكل مصفوفة أحادية 
البعد ورتبته (1). 

من صفات الرتبةما يلي: 


(8 » 713770 - (4))) » أي أن رتبة المصفوفة تساوي 
أقل البُعدين في المصفوفة ر4/. 


معكوسة هي (4-7). 


ك)”) - (رىم)”) 
(7)4 - مك )” - (رلم)») 


6002 


غدائرة اق نقق مبادىء الاقتصاد الرياضي (00". أسسيت الجين الخطي 
نقول عن المصفوفة أنها كاملة الرتبة(/7071 1/17/) إذا 
كانت كل الصفوف والأعمدة مستقلة عن بعضها 
ا 

وعادة ما يتماستخدام رتبة المصفوفة للتأكد من تمييز 
(تشخيص) المعادلاتالآنيةفي الاقتصاد القياسي. 


مثال (10.29) رتبة المصفوفة: 


لنفترض أن لدينا المصفوفات الثلاث 











06-2 0 ,2 - ر8)م 1ع بك ), 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 


لنفترض أن لدينا المصفوفة التالية: 
25 10 


المصفوفة أعلاه. وهى 





2225 1]2 5| ]-4 -160( 
-4 -10[ ]10 25[ ]10 25 [ 








وكل محدداتها مساوية للصفر. وحيث ان ما تبقى من 
مصفوفات هى أحآدية البعد فإن رتبة المصفوفة هى 


.5)1( 


*- يمكننا استخدام برنامج (1/187158) في حساب رتبة المصفوفة بكل سهولة» كما في المثال التالي: 
2167 (3)كاصمة؟ 'عامعة [13 8 2:5 23 :2 3 2]حم 

15-2 

والجواب هو أن الرتبة هي (2). 


044 


عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 


(10.14)قاعدة كرامر (©11/1 ك” 70711167)): 


تستخدم هذه القاعدة كبديل للمصفوفة المعكوسة؛ في 
إيجاد قيم المتغيرات التي تحقق منظومة معينة من 
المعادلات الآنية الخطية. لنفترض أن لدينا المنظومة 
التالية: 


حيث ار4/مصفوفة توابت بأبعاد (»:)» و م متجه 
متغيرات بأبعاد (دما)ء و رك) متجه حلول بأبعاد (1م). 


إذن فإن 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 


20 بر . . .ه. يورةه#ه [إركه 




















تعطينا قاعدة كرامرقيم ,»التي تحقق المنظومة أعلاه 
بطريقة سريعة» وذلك من خلال الخطوات الأربع التالية: 


الخطوة الأولى :إيجاد محددة المصفوفة (2)4 أي 
(021)4. 


الخطوة الثانية: وضع المتجه (4) مكان أول عمود 
بالمصفوفة (4) ثم إيجاد قيمة المحددة الحاصلة من 
الاستبدال» ولنرمز للمحددة الناتجة بالرمز (,)» 


فتكون (-7- «) 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 
الخطوة الثالثة: وضع المتجه (4) مكان العمود الثاني 
بالمصفوفة (4)» ثم إيجاد قيمة المحددة الحاصلة من 
الاستبدال» ولنرمز للمحددة الناتجة بالرمز .)2١,(‏ 

ومس ال وى 

فتكون( (م)غعك م 


الخطوة الرابعة: تكرار العملية بنفس الترتيب للحصول 
على قيمة )و3 المتبقية. وهكذا لبقية القيم. 


مثال (10.31) حل منظومة المعادلات الآتية بطريقة 
كرامر: 


098 3 ٠ +. 

لنفترض أن لدينا المنظومة 
4 - ,21 - 21 
7>-ث32 + د 


أي أن 


الاك 
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عبدالرزاق بني هاني ميادىء الإقتصاة الرواضدئ (10) أساسيات الجبر الخطي 





6+2-8- (م) عل 


ادح * 
6 -ح 12+14- ح- ربل 
3 7 





إذن فإن (كده-ة- ( 
2 


4 2 
0 -14-4- ديد 
7 





وأث (25- 8 ( 
مثال (10.32) قاعدة كرامر ومنظومة المعادلات الآنية: 


ةي *ه.ى .١ 414 4 35 ٠ 1 ٠‏ 6 95 9 
5- بنك + ,22 - د 
0 - و62 + ,2 + - 
6 - وك - ,د - ,31 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 


يمكننا ترتيب المصفوفات المطلوبة كما يلي 


1 2 4 15 2 4 
3 1 -4 16 -1 -4|[ 














6ه - (يى )نعل ,110- - (ريح)عل ,346 - (رخ)اعة ,34- - (ه)اءل 


إذن 


5 دب 96- - بد ,3.2353 كه - يد ,10.1765 كع تن 
4- 4- 4 








مثال (10.33) الدخل القومي في مصفوفة( [7721107:0/ 
01 1 17001116 : 

دهاش رس لقره الدكل الورك معط و لصريدة 
التالية: 


و6 +1 +ن - زض 
7517 +010 
0 - 1 
5- 60 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 


حيث ترمز (1) للدخل الكليء و (10) للاستثمار 
المسستكل بخن الفذل» ب :0 | النققاف الحكومة المسكقلة 
عن الدخل. 

يمكننا وطيع هذه المعاوجات فى مصكونة كبا في التتقل 
لجار | سيد جه لد ادي يح كما ل : 


م1 )- زر 
ل) + [0.75- ج ن - ن) + [0م- 


اال 0 
ومنها نجد بأن (0.25 - (4) /46)؛ وأن 


يي ل وي ون 
4 203 ا السك بره 


5- 05 ,140- *17.:. 
(10.15) المُتجهات والقيم الكامنة (قيم ومتجهات 
أيغن ) (17011/©5 010 1761015 (11© 9 آل ) 10161711 ): 
تعتبر القيم والمتجهات الكامنة من أهم موضوعات الجبر 
الخطيء وذلك نظرا لكثرة استعمالاتها التطبيقية وفوائدها 
في فهم منظومات المعادلات. 


0ذ60 


عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 


دعنا نفترض أن ار4/ مصفوفة بأبعاد (ر « /» وأن 
ل 072 07) متجهات أعمدة بأبعادر [:11/ » وَأ م6 
«5,... , 52 ,) سلسلة من الأوزان العددية 
رى1:[ 1212 11111161101 . 

إذا جعلنا 

500000000 

فإن 

20200000 


بلك رط... + رتجقشرط+ رنية 7 - 


بخيك ان اسرد نك عاب دعر الح 
والتجانس» فإن تعويض (م.مه-4)» أي (») مضروبة 
بنفسها ر:6) مرة؛ مكان (+) في دالة المصفوفة (:») 


رلارط...+ ولاوط+ ررتررط) "لم دعر ”4م 


بلللقرط...+ ور ”قرط "4 مع 
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٠. 5‏ ا .2 الج 
عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 


واذا كانت المُتجهات (ر:/ حلولاً غير صفرية 
5011111011 1117101 وتحقق منظومة معادلة 
المصفوفات 


بن د نيف 


وعند ضرب (4م) قبلياً بالسلسلة أعلاه نحصل على 


لز بعك - نيفق د بر 4 
واوعة - ( رنجف)ق - ير 4 


رعق - (رجف)ك د ,رتل4 
إذن 

- ( ارما د ,ا هه 
© > (ررع) ب د رركق .:. 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 


وهذه نتيجة مهمة جداء ولها تطبيقات مفيدة في الاقتصاد 
وغيره من العلوم. ومن أهم تطبيقاتها في مجال اختبار 
إشارة المصفوفة» و اختبار ما يسمدالتداخل 

الخطي (711/1111201177601:11)» واختبار 

استقرار (51071111) منظومة ماء كما سيتضح في 
الأمثلة المقبلة. ويتم ذلك بإيجاد حلول لمنظومة معادلات 
هن الشكل: التالى : 
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عبدالرزاق بتي هاتي ميادىء الفقصاة الريائشني (10) أساسيات الجبر الخطي 
حيثتتكون مصفوفة المعاملات رم مربعة ومعلومة القيم» 
وتسمدالمصفوفة الناقلة(11101712 17:0715111011)» أت 
المتجه (2) والثابت (©) مجهولان. 

للمعرل على حول السعر ير كان نر مسري 
نلجأ إلى استخدام قيم ومتجهات إيغن (الكامنة)ر 1867© 


110075 ,0011/65 كما يلي 


حيث ترمز ((/ إلى مصفوفة الآحاد. إذن 
0ح اال - كل4ل 


1-0( -م) 


تسمى رآء - 4) المصفوفة المميزذر 1101:01671511© 
ذل ركم ويسمى الثابت ر6الجذر المميز أو 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 


الجذر الكامن 7001 101674/ أوقيمة أيغن. ويسمى 
المتجه ار/المتجه المميزأو المتجه الكامن أو متجه 
ايقن. ونكت المسنتوقة العميزة على الشكل القالى: 





4 به 2 6ح ره 
02 © - روك 021 
دوز -لم) 
60- 0 02 ك4 ١‏ 





من أجل الحصول على حلول غير صفرية لمنظومة 
لمهأ لاك | عرلا فإن محددة المصفوفة المميزة يجب أ 


0<( -م)ئمل 


ديت أن ذلك يؤدي إلى وجود عدد لا نهائي من الحلول 
للمتجه ل// . فإن العادة قد جرت ع جعل مجموح 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي 


(10) أساسيات الجبر الخطي 


مربعات عناصر المتجه (ر/ مساوياً للواحد الصحيح. 


وهي عملية معروفة ب (71017110112011011). 


مثال (10.34) الجذور والمتجهات الكامنة: 





نقوم بحساب المُحددة ومساواتها بالصفرء أ 


4-0 - هو من - 3) - ول - 4)ن6ع0 
11-0+ع2-8م6د 
64-4 +8 


دع 
2 


” - يمكن استخدام برنامج (413آ11411) في ايجاد قيم أيغن من خلال الأوامر التالية: 
.عام ,(ث)واع-ط ,تعامع ,[ذ 2:2 3]-م 
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غبدالرزاق جني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 


إذن الجذر الكامن الأول مجو - شاش رم 
أها الجذر الكامن الذاني بوب 0قلجحة يم 


وهرة: ذلك تح أره 


0< (يعوىء) 


في مثل هذه الحالة تسمى المصفوفة الناقلة ار4/بالموجبة 
الأكيدةأو (المؤكدة). (0©[771116 ©051110م)» لأن 
الجذرين :....»موجبان» ولو كان أحدهما موجب القيمة 
والثاني صفراًء لكانت المصفوفة (4)موجبة شبه أكيدة 
(561711-0/1116 1/16ى0م). أما إذا كان الجذران 
سالبيق»:فان الميصفرفة ا تكرن ومالية 

أكيدذار 8ه 9011110 16 : واذا كان أحدهما سانيا 
والثاني صفرآء فإن المصفوفة تكونسالبة - شبه 

أكيد ذل 567111-0[71111 768411176 . وفي حال كان 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 


الجذران (أو الجذور) سالبة» فإن المصفوفة تكونغير 
أكيدة أو غير مؤكدة ر©710©/71:11/) . 


عند تعويض قيمة(» في المصفوفة [ا (01 - لم) / 
نحصل على 





2 مق _ 
ال 

]1 2 <(-م 
8 +ة لمر 

امتصطلظتتتت 5 . 2 

2 
م-1» 2 3-6]_ 
]و*| 5-6236 1 


وتكون المعادلة الأولى 
0- ,23 + 3.236 - 


أما المعادلة الثانية فنحصل عليها من 


:2 2 
1- 120+ د 


وفكل المعادلتين. انا تعضدل.ظلى المتحة الكافق": الأول 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 


ا[ إل بين 
4. إبرا| ! 


وعند تعويض «.» في المصفوفة (/1 [(1© - 4)/ نحصل 


5 وملمحة _ 
سل 
١ 0-6‏ 2 - عا -م) 
2 0أحة_؟. 2 
2 
مداع 2 1236]_ 
"17 [ققضة رمس د 





وتكوق المعادلة' الذولن 
0 > ,22 + :1.2361 


أما المعادلة الثانية فهي 


2 2 
1- 20+ د 


وبحل المعادلتين آنيء نحصل على المتجه الكامن الثاني 


2 





.85064 
-.52570[ 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 


نلاحظ مما سبق أن المتجهينمتحامدان (01:17109017101)» 
أي أن حاصل ضرب منقول المتجه الأول في المتجه 
| 85064. 


ا [85064. 52570] -[ يع | 





ونلااحظ يتنا أنه لو وضعنا المتجهين الكامنين 0 و 
ب»» فى مصفوفة واحدة لحصلنا على المصفوفة المربعة 


:0 


.52570 .85064 | 
.55064 -.52570[ 





مصفوفة قطرية» أي إلى مصفوفة تتكون عناصرها من 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 


ال (007) في القطر الرئيسي»وأصفاراً في المواقع 


الأخرى. وتسمى هذه العملية التقطير 
(0109011011701107) . وبالتحديد» فإن 


حيث عناصر القطر الرئيسي لحاصل الضرب هي 
الجذور الكامنة ر» و.».كما أن حاصل الضرب 


1 0 


711-117 - 
0 





تسمى (7)مصفوفة التحويل (النقل)( 17:0115/01711011011 


: )1 


من الخواص الهامة للمتجهات والجذور الكامنة ما يلي: 
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غبدالرز 1ف يت فا مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 


حاصل ضرب منقول أحد المتجهات الكامنة بنفسه 
يساوي الواحد الصحيح وهي الخاصية المميزة لمتجه 


التعامد :176101 071710110171101) أي أن 


ا 257. 


]7 .85064[ 
. 4 


ل يي لد لكين ار ما سن ص 
بخط المصفوفة (7110171 /07 17006): وهو حاصل 
مجموع قيم القطر الرئيسي للمصفوفة ار4/. وتأكيداً لذلك 
نلاحظ أن خطارك/ همو(8 - 5 + 3) وحاصل مجموع 
الجذور الكامنة هو ( 8 - 1.764 + 6.236 ) 

حاصل ضرب الجذور الكامنة يساوي محددة المصفوفة 
(ى) مكلا . أي أن 


32 
15-4- 1 3 ح رلم)غع0 
5 2 


1- 
1- (يع).(0) - 
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كذائر زاف شن ماق مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 


الجذور الكامنة للمصفوفة (43) هي مقلوب الجذور 
الكامنة للمصفوفة الأصيلة ار4/. في حين أن المتجهات 
الكامنة متساوية للمصفوفتين -مو دس» كما هو مبين فيما 


كى ع1 


ومنه نجد أرق - جرتم 
الجذور الكامنة لمربع المصفوفة ار4/رأي “4 تساوي 


أي أن 2 23م 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 
هناك حالة خاضبة من اليضفرفاك» وهى كثيرة 
الابتخدام في معالحة فمايل الالحدان» السيط والمتعددء 
ومعروفة المصفوفة المشابهة (المماثلة)( 1061771701711 
م ومن صفات هذه المصفوفة أن ضربها 
بنفسها لايُغير من شكلها الأصليء أي أن (4 - حم4)ء 
مثلاً» وأن جذورها الكامنة لا تكون إلا أصفاراً أو آحاداً 
صحيحةءورتبتها تساوي حاصل جمع خطهاء أي قطرها 
الرئيسي أو ما يعرف ب (7006)4 . 

مثال (10.35) المصفوفة المشابهة 
(الممائلة)(10677117012111): 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 


ع 


وان 


8-7-1- رلاءعه: ع رم ), 


مثال (10.36) القيم والمتجهات الكامنة: 


لنفترض أن لدينا المصفوفة 


5 2 1 
0 3 2 
1 1 3 








ومنه نجد أن 
0 -8-)-3-802-2-4)]ن - 6) - و -م )نعل 
0 -1162+366-36- ثم - 


0>- (-6-0(0-0()2) ع 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي 


(10) أساسيات الجبر الخطي 


التصو على متها كذ لكاب حوري كدي كو 6 
قيمة كامنة» م حذدوى في المصفوفة )مه ونبدأ ف ) 
6 كما بل 


فنحصل على ثلاث معادلات أنية 


0 - 1+ 2 + خ- 
0 - ,21 + ,0-31 


0 > و31 اع لطا 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 


عند حل هذه المنظومة؛ بطريقة التعويضء؛ نجد أن 


0 - 21+ ,37 - 
1.517 - بآ 


3.517 - لآ 


وبذلك فإن قيم المُتجه الأول هي بالنسب التالية: 


[[ 15 1 3.5 ]عابر 


وللحصول على المُتجه الثاني» نعوض القيمة الكامنة ( 
-.) في (0)» فينتج 


0ع ا م 511 
2|110 0 0210 3 21-10 3 0 
0 0|121 1 1] ]3 0 3]|0 1 1 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 


وهي منظومة المعادلات الآنية الثانية» ومنها يتبين أن ( 
-) وأن (:--:)» وبناءً على ذلك فإن قيم المتجه 
الكامن الثاني هي بالنسب التالية: 


أما المتُجه الكامن الثالث؛ والأخيرء فيتم الحصول عليه 


بتعويض لآخر قيمة كامنة (:-..) في (م) كما يلي: 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 


ومنها يتبين أن (::ه -,:) و (::- )» وبذلك تكون قيم 
المتجه الأخير (الثالث)» بالنسب التالية: 


[1 2- 1]ح يمر 


[ |7 1 16]عر 


برلارط... + ونا وط+ ,83ح ك8 


فان 


ع 


'[ 21د [1]بطض+ [ 0 1د 1] يم + [ 1.5 1 3.5 ] بطع 
من هذه النتيجة. فإن 

6 - رطع رطع ,3.56 

1- ,25 - يط- بم 


7- + +ر5ك1.5 
وعند حل هذه المنظومة الآنية نحصل على الأوزان ( 
05 و (1-يه) و (1-,ه) عل التوالي» وتكون الصيغة 
النهائية هي 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 


ل "(يء)(ب6) + و( "(ي©)(,6) + 36 “60 ) ”4 
'[ 0 1- 1 ] "(1()3)+ [ 1.5 1 5 ] '(4()6) - 


0 
قد تمثل المصفوفة (ر4/ في الحياة الواقعيةظاهرة ما 
تستحق الدراسة والبحث. والنتيجة من المثال أعلاه 

تعطينا فكرة ما عن حال الظاهرة التي تمثلها المصفوفة 
(4)؛ واستقرارها خلال مراحل لاحقة (أو سابقة) من 
وجودها. ولتوضيح ذلك قمنا بدراسة بسيطة عن " ظاهرة 
البناء السكني " في الأردن» وهي موضحة بالتفصيل في 
المثال التالي. 


8. مثال (10.37) حركة البناء السكني وقيم ومتجهات 
أيغن: 


يمنحنا المثال الراهن فرصة لفهم استخدام قيم ومُتجهات 
أيغن (الكامنة) في دراسة الظواهر المختلفة. وفي هذا 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 


المثال نستخدم القيم والمتجهات الكامنة في دراسة حركة 
البناء لأغراض الإسكان المدني في مناطق مختلفة من 
الأردن»ء حيث صُنفت هذه المناطق إلى ثلاث رئيسة 
هي: عمان واربد وأخرى (أي بقية المناطق). و البيانات 
هي عن المساحات التي بُنيت لأغراض الإسكان المدني 
خلال السنوات الثلاث: (2005) و(2006) و(2007).: 
وحُسبت كنسب مئوية من مجموع الأمتار المربعة. وهي 
مُبينة في الجدول (1.3) أدناه.'ة 

جدول (1.3) 


المنطقة كنسبة المساحة 
(9/0) من بالألف 
متوسط متر 

المساحة المربع 
25 2006 2007 

















* - البنك المركزي الأردني؛ النشرة الإحصائية الشهرية» تموز 2010. ص 98. 


)س6 

















عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 


عمان |6520. (6754. (6209. (6019.73 
إربد ‏ 1097. |0967. /0952. |9035 

2309.57 .2840| .2279(/ .2383(  ىرخأ‎ 
3088.1١ 1.000 1.000| 1.000 المجموع‎ 

















يشير الجدول إلى أن نصيب منطقة عمانء للعام 
5» من مجموع مساحة الإسكان المدني (بالأمتار 
المربعة) كان (65.2946)» في حين كان نصيب منطقة 
إربد (10.9766)» ونصيب بقية المناطق (23.8390). 
(قارن مع بقية النسب في السنتين (2006) و 
(2007)). أما من حيث المساحات المطلقة» فقد كان 
متوسطها في عمانء؛ خلال فترة السنوات الثلاث» 
(6019.73) ألف متر مربعء وكان المتوسط في إربد 
(935) ألف متر مربع» و (2309.57) ألف متر مربع 
لبقية المقاطق» :وتمثل. هذه المتوسطات والتسب- المقتلفة 
' ظاهرة " اجتماعية - اقتصادية تستحق الدراسة لغرض 
صنع السياسات المناسبة حول الإسكان المدني» ودور 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 


الحكومة في توفيره والتوقعات عن مستقبله'”. ونستطيع 
استخدام قيم ومتجهات أيغن لدراسة هذه الظاهرة: 
وخاصة عن اتجاهها وحركتها خلال فترات زمنية 
محددة. وتتم دراستها من خلال ترتيب النسب الست 
الواردة في الجدول في المصفوفة ار4/ كما يلي: 


.1097 .0967 .2 


9-. 6754. 6520. 
-م 
0 2279. 2353. 


ثم نقوم بحساب قيم ايغن من المصفوفة 


0 - ولء-4م) 
0 0م © ,ع] [(6209. 6754. 6520. 
0-| 0 ع -0952. 0967. 1097.|- لع حل 
0 يع 0 0] [2840. 2279. 2383. 











3 - تستخدم قيم ومتجهات ايغن في دراسة بعض الظواهر في علم الفيزياء» وخاصة إذا تعرض نظام (فيزيائي) ما إلى تغير. وتسمى النظرية التي 
تعنى بمثل هذه الإستعمالات ([15601' صمنكةطستطمء2). 
0013 











عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 


ومنها نَتَجتْ قيم أيغن الثلاث: (1.000 > 1حن) و 
(0.0481 - 2ع) و (0.0155- - 03). 

وبعد تعويض القيم الثلاث» كل على 'خذة. في المصفوفة 
) )» نحصل على ثلاث منظومات من 
المعادلات الانية» تتكون كل منظومة منها من ثلاث 
مُعادلات كما في المثال (36.2) أعلاه. وعند حل كل 
منظومة بطريقة التعويض ( كي لا نصل إلى حل 
صفري)؛ نحصل على مُتجهات أيغن الثلاثة. وهي كما 


| 1.000 | 3.2138 | 6.1750 
0-6 ينبن ,| 1.0000 | ينر ,| 1.0000 |ح ربد 


ز4.2138- 23/33 











اعتبرنا في هذه الحال أن المتجه 


0)010113) 
0 إحدر 


27 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 


نه (١‏ وو تسوك ) تحضيل على الارزان ( سمهي ): 
فكانت971.10 - 61©) و (7.32- - 02) و (-- 63 
424223 على التوالي. ومن هذه النتائج نحصل 
0-6 


6175١ 3.214 | 10 
- 971.1 1.000 ]-7.32).0481("| 1.000 |-1896.13)-.0155("| --9 
2.731 -4.214[ 0161 








وعند ر2 - 47» مثلاآء نحصل على المتجه 


5995.400 
428-| 5 
2304.167 [ 





تقول النتائج التي توصلنا إليها أن الظروف الاقتصادية 
والإجتماعية خلال السنتين اللاحقتين للعام (2007) 
ستفضي إلى طلب على إنشاء السكن المدني بقدر ماهو 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 


مُبين في المصفوفة (:)» للمناطق الثلاث: عمان واربد 
و " أخرى " على التوالي.77 وهذه القيم مُعطاة بالألف 
متر مربع. وحيث أن هذه القيم لم تختلف كثيرا عن 
المتوسط الفعلي المبين في السجلات الرسمية» فإن ذلك 
يعني أن منظومة الطلب الإسكاني للأغراض المدنية 
ستكون مستقرة في الفترات اللاحقة» إلا إذا حدثت 
اوضاع استثنائية. 


(10.16)ناتج كرونيكير (7001/1ط «[مع[م 10ر1 )33 
دعنا نفترض أن لدينا المصفوفتين: (30) بأبعاد (7770) 
و (1) بأبعاد (020). يُكتب ناتج 
كرونيكير بالصيغة التالية: 


3 


(010) »ا (م110) 


22 © 12- 





* - تم اللجؤ إلى تقريب الأعداد بالقدر المأمون علمياً. وربما تختلف النتائج عما يجري على أرض الواقع بسبب أن بعض البيانات التي يُفصح 
عنها البنك المركزي ما زالت أولية, وتبقى الدراسة في جميع الأحوال تجريبية. 

3 نسبة إلى ليوبولد كرونيكير (170711621/67 1,607010) الذي أشتهر باستعمال هذا النوع من ضرب المصفوفات. ويسمى هذا الناتج في بعض 
الكتب ناتج الكمية الممتدة (77001:1 1©71507). 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 


ويُعف بضرب كل عنصر من المصفوفة (0)» وكأنه 
كمية ثابتة (500107)» بالمصفوفة (1) كما يلي (إذا 
افترضنا أن أبعاد كل مصفوفة (2<22)): 





1 0 0 0 
220 201 2و [إوكل 
(22) (22) 

0و ”ور) ١‏ (إراو) ‏ (ورور) ‏ (ورررت) 

و20 (و7و) (وو87) (روا8) 0 5054 


ووو (إووة) (و7رو) (إراري) 
وو ووة) ‏ (رولاووة) (ووارو) (إوارية) 


- 7 © 0 
لوو لووجة 


)4»4( 














6 حد 2 >6 
89 خحن هق م 
حد دح لح دحم 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 


يفيدنا ناتج كرونيكير في تجميع المصفوفات على شكل 
يسمى مصفوفة كتلة(71101717 61007)» وفي حل 
منظومات المعادلات الآانية بطريقة المربعات الصغرى 
ذات المراحل الثلاث ( 50110765 12051 ©5109 3 
(3515)).» التي سنأتي على ذكرها في الفصل الخامس 


2. 


عسر . 


نفترض أن لدينا المصفوفتين التاليتين: 


|4 2 2 
|1 2إح4ق , |8 
|2 6 5 





)23( )2»1( 


4 4 8 2 2 : 


ح 8 © 4 .'. 
2 6 5 4 12 م 


)26( 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 

©6. (10.17) مصفوفة هيشيان()111231]11 ١31أ55ع1):‏ 
المقيدة( 01171112011011 0071517:017:60) لتحديد نوعها: 
نهاية عظمى أم صغرى. وتتكون المصفوفةمن المشتقات 
الحزقعة القاكية والنقاطعية لدالة متعددة المكعيراك بريكو 
للمصفوفة»وتحتل المشتقات التقاطعية المواقع الأخرى. 
فلو كانت الدالة 


(2 .ا ,36) كر 

فإن مصفوفة هيشيان 
1 1 0 

ا 1 ا - 11 


َ 2 0 2 0 2 





توظيفها لمعرفة نهايات الدوال الجبرية المعقدة أو فى 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 


الحصول على الانحدار غير الخطي. ولو عدنا إلى 
المثال (6.1)» على سبيل المثال» وأعدنا كتابة دالة 


لمك 

45-216 -1)200 +1011 - 0 
0إديرضي ,صرت () 506 44-0- 2-10 - ,/ 

00 
0 يور لاحي كت(2) 108-28-0 - ك2 د ول 

6 

00 
2-- رول ,4 - ررم ,0 - يرل ج (...0 - 41-216 -200 - 22 - را 


وقد وجدنا في حينه» ومن خلال الشرط الأول( ”1 
01 201067 ان (25 1 و(50 - 24 

هي التوليفة التي تعظم الإنتاج بأقل تكاليف ممكنة. وكي 
نتأكد من أن الإنتاج وصل إلى أعظم مايمكن/ نلجأ إلى 
الشرط الثاني (20110111011 010/67 )ل وهو مصفوفة 
هيشيان. وإذا كانت قيمة محددة المصفوفة أكبر من 
صفرء فإن الدالة وصلت إلى نهاية عظمى. أما إذا 
كانت المحددة أقل من صفر فإن الدالة وصلت إلى 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 


نهاية صغرى.وتتكون مصفوفة هيشيان في هذا المثال 
كما يلى: 


0 10 -4 
10 60 2 


50ت لوت 


8 - 





نلاحظ بأن المشتقات الجزئية بالنسبة لمضاعف لاغرانج 
(:) هي التي تشكل الحدود الجنوبية الشرقةتلمصفوفة 
هيشيان كما في الشكل المرفق أدناه. ولهذا السبب تسمى 
المشتقات المحاذية لمصفوفة هيشيان( 5006760 


2.2.2721 





وحيث أن (0 < 160 - (061)87)»: فإن الدالة وصلت 
إلى نهاية عظمى. 

وهناك نوع من المتجهات يعرف ب متجه 

التحدر (التدرج) ( 761017 9700161711) حيث تتكون 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 
عناصره من المشتقات الجزئية الأولى للدالة متعددة 
المتغيرات؛ ويرمز له بالرمز(؟)» ويأخذ الشكل التالي: 


97/ - 


ويستخدم كذلك في معرفة نهايات الدوال الجبرية المعقدة. 
(10.18)النهاية العظمى والصغرى باستخدام 
المصفوفات: 

في كثير من حالات تعظيم أو تقليل الدوال الجبرية في 
الثانية كي تُحددإذا كانت الدالة قد وصلت إلى نهاية 
عظمى أو صغرىء أو نقطة انقلاب. ومن أجل تفادي 
ذلك نلجأ إلى استخدام مصفوفة هيشيان. وتوضيحا 
لذلك دعنا نفترض أن لدينا الدالة 


ة 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 


إن الشرط الضروري الأول (بالطريقة المعتادة) يتطلب 
الحصول على المشتقات الجزئية الأولى ومساواتها 
بالصفرء أي أن 

20 كيك رركن را 


أما الشرط الكافي (الثاني) ف أنه اتكون 
لعي ال 

للنهاية الصغرىء؛ أو 

بم الحا ل 

للنهاية العظمى. وأن يكون 


0 0 7 0 0 8 0 


في حالة الدالة ذات المتغيرين(,د.) يمكننا الاستغناء 
عن اختبار الشرط الثاني والاستعاضة عنه بمصفوفة 
هيشيان» وخاصة في الحالة التي يصعب فيها تحديد 
إشارات المشتقات الجزئية الثانية» ويكون التعظيم 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 


(التقليل) غير مقيد (1/17001151017:60). ويتم توظيف 
مصفوفة هيشيان على النحو التالي: 


لنفترض أن الدالة (/) في متغيرين (2د,ر:). وبأخذ 
المشتقة الجزئية الأولى بالنسبة للمتغيرين (::)و(:ئة) 
ومساواتها بالصفرء نكون قد حققنا الشرط الأول. أي أن 
0 يد و1 


أما الشرط الثاني» فيتم بالحصول على المشتقات الجزئية 
الثانية والتقاطعية أي 


و اي 


ثم ترتيبها في مصفوفة هيشيان (27) 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 


فإذا كانت 0< ,,/)» وهي العنصر الأول من القطر 
الرئيسي للمصفوفة؛. وكانت[0 <(061)11]» فإن 
المصفوفة (87) موجبة أكيدة» وأن النهاية التي وصلت 
إليها الدالة هي صغرى. أما إذا كانت «> ىن 

وكانت[0 <(061)17]» فإن المصفوفة (27)سالبة أكيدة 
وأن النهاية التي وصلت إليها الدالة هي عظمى. وإذا لم 
يتحقق أي من الشرطين السابقين فيجب إتباع طرق 


أخرى لتحديد نوع النهاية إن وجدت. 
0. مثال (10.39) النهاية باستخدام المصفوفات: 


لدينا الدالة 


161 + ترق - 01+ 42 - (رد 3 


الشرط الأول هو 


0- 8-حجق- وير 
0 -16+بر4 - ور 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 


وبحلها نجد أن القيم الحرجة هي (4- -00» (1 -). 
أما الشرط الثاني: 
ترد ور كدير ,ةدمل 


من هذه النتائج نقوم بترتيب المصفوفة (17) 


32<0-[(6)8ع0] ,(0 < هتر) 
فإن الإقتران[.»:] قد وصل إلى نهاية صغرى عند 


عوك دن 
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فوال:ة افيت قات مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 


مثال (10.40) النهاية باستخدام المصفوفات: 


دعنا نفترض أرث لدينا الدالة ( رق #رق سه 2- وريم ) 
الموضحة صورتها في الشكل (6.3) أدناه: 


رد8 + 3و2 + بورق - 2:2 ح زر ,ند) ر 


الشورط الذول 0- برة -عيه - ي/ 


0 -2+8بروم +عه - 1 


بحل المعادلة الأولى» نحصل على |++ -”) وبالتعويض 
في الثانية عن رم نحصل على 


-8 + 6) +8- 0 
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شكل (10.5) 


الدالة برق + 3و2 + بورق - 22:7 - (ترئد) ري 


قا 





ومنها نجد أن القيم 


4 2 
59 و4كنا ررم ,2 عبرم 


تحقق الشرط الأول. 
أما الشرط الثاني 


حخثمم)- ترا 1217 برل 4 دك 
وتكون مصفوفة (11) 
انم ا 
ح ىر 
121 8- 
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وبما أن هدي وأن [05<دم»مم لان .دن فإن «يم تصل 
إلى النهاية | لصغرى عند النقطة 62-4 و 2 دي فقط. 


في حال ازدياد عدد المتغيرات المستقلة» فإن شرط 
النهاية العظمى أو الصغرى يصبح كما يلي 
أولاً: إذا كانت (0< ى7)» وكانت 


0< (#)اعل ‏ ,0< 1 ف “د - ( )نعل 


فإن (17) موجبة أكيدة (0/71116 ©20511)» وتكون 
الدالة (7) قد وصلت إلى النهاية صغرى. 
ثانياً: إذا كانت >٠0‏ .يي وكانت 


0 < ( )نعل 0 < 0 0 أعل - زر 8)اعل0 
1 
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أي عندما تتغير الإشارة لكل من .ين و رصمه و رمه من 
سالبة إلى موجبة إلى سالبة» فإن(27) سالبة أكيدة 
(0[/77111 ©7269011)» وتكون الدالة (/) قد وصلت 
إلى النهاية عظمى. 


عا. مثال (10.41) النهاية لدالة في ثلاثة متغيرات: 


لدينا الدالة 
7 يررك + برق + 2بر4 - جج2 + :20 + 1022- ح (ج ,نز بد) ر 
الشبوط الذارك 

0 - ج2 +0+:20- 0 -20+22 +20 - ل 


8 + ج4 +درة-0 4-0 +8 + ره ع 


0 -212+437-187 لاد سو 5 
02 
ترتيبهابالشكل (4 - 43)؛ أي أن 
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0 1 2 0م 20 - 
8- |2 ]بر 4 8 0 
0 ج ]| |18- 4 2 
0 1 4 


باستخدام قاعدة كرامر نحصل على قيمة كل من ( ,3 
0 التي تحقق المنظومة كما يلي 


[9060- - رى] [3008-- ردى] [2624- - ,| [2528- - جم )ءج | 


4 
يعبر ,1038م 1 
(4م) 1061 








2 0 20 - 17 0 0 
4 8- 0 ]عر 1 2 7 ذه 7 
165 2 4 2 0 1 2 1 


من المصفوفة يتضح أن 


0م 20- 
 -8‏ -- (1)4اع0 ,0< 160- 1 5 مد و0 > 20- جح يرل 
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وبهذا تكتمل شروط النهاية العظمىء أي أن الدالة 6 
(2 ,لا, قد وصلت إلى نهايتها العظمى عند النقاط 


0ه ج ,1.900 ترد ,1.038<<). 


(10.19) طريقة الصعود (الهبوط) الأحد ( 516677651 
1 01 06566111): 

يُمكننا الحصول على النهاية باستخدام طريقة أكثر 
تعقيداًء ولكنها شائعة الاستخدام وخاصة للمسائل المعقدة 
وتعرفت باسمطريقة اليوط والصغوة الأحة وتقطلب» هذه 
الطريقة» البحث عن قيم المتغيرات التي تعظم سرعة 
الاتجاه نحو النهاية» حيث يتم العثور على هذه القيم 
بتكرار عملية البحث. فلو افترضنا أن لدينا الدالة 


( والسووقة وة) ل 
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وأردنا الحصول على نهايتهاء فإن القيم التي تقود إلى 
ذلك هي تلك القيم التي تجعل اتجاه أعظم زيادة في 
الدالة مساوية لاتجاه متجه التحدر (التدرج)( 870016711 
7 )000 أي أن وجهة (01761101)/ المتجه وأعظم 
زيادة في الدالة متساويان عند هذه القيم.وقد ذكرنا 
سالفا بأنمتجه التدرجيحتوي المشتقات الجزئية الأولى 
للدالة بالنسبة لكل متغير» ويتم تقيمه عند النقاط التي 
لتوضيح ذلكدعنا نفترض أن أحدنا يريد الوأصول من 
سطح الأرض (قاعدة الجبل) إلى قمة الجبل الموضح 
في الشكل (7.3) أدناه. ودعنا نفترض أن الارتفاع 
العمودي للقمة عن القاعدة يبلغ (250) متراً. سبيضطر 
الشخص الضاعد أن يمر بمستويات مختلفة متسعة كلما 
كان قريباً من القاعدة» لكنها تصغر كلما اقترب من 
القمة. 
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شكل (10.6) 





يمكننا تمثيل هذه المستويات المختلفة من الارتفاعات 
على شكل منحنيات مغلقة (0077101/75)» كما في 
الشكل أدناه» حيث يمثل المنحنى المغلق الأول مسافة 
عمودية مقدارها (50) متراء ويمثل المنحنى المغلق 
الثاني مسافة عمودية مقدارها (100) متر... وهكذا 
حتى نصل نقطة القمة التي تمثل أعلى مسافة عمودية؛ 
وهي على ارتفاع (250) مترا. 
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(50 ح الارتقاع متجه التدذرج 
5 100 - الإرتفاع 2 بي 
ل 8 5 2 1 7 3 3 
2< ا > 50 1 - الإرتسماج , س2 : ان 


الوق 5 35 7 . -- 3 
بور هر “2260 ح الارتقاع 2 





0 0 عه متناف الصعود الأحت إلى 
تويات الصعود إلى القماء القمة 
وهي على ارتفاع (256 مترا من قاحدة 

الجبيل 


إن الطريق الأقل مسافة؛ والتي يحاول الشخص إتباعهاء 
هي الطريق التي تقلل المسافة المقطوعة بين القاعدة 
والقمة» بحيث إذا وضعنا كمية من المياه على القمة 
وتخيلنا أنها تتدفق نحو الأسفلء لوجدنا أن الماء يختار 
الهبوط (الصعود) الأحد (سبحان الله). ولذلك تمت 
تسميت طريقة التعظيم (التقليل) طريقة الهبوط (الصعود) 
الأحد. 


مثال (10.42) نهاية الدالة بطريقة الصعود الحاد: 
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لدينا الدالة 


82+16 - 2:2 + ثيرك - (رر ىد) ر 


وقد علمنا من مثال سابق(25.2) أن(1 - *)» ( - -ر 
4 هما القيمتان اللتان تقللان هذه الدالة» وأن 6ه -هسممم] 
. دعنا نقارن هذه النتيجة بما تفضي إليه طريقة الهبوط 
الأَحْدْء بالخطوات التالية: 


أولا ١‏ الخصول على مجه الندريم 
0 


ثانيا - نقترح قيمة لكل منالمتغيرين (:3)و(7) تكون 
باعتقادنا بداية مقبولة للوصول إلى النهاية المطلوبة» 
لنقل أنهما (2 - *) و(2 - 7) وهي ما تسمبالقيم 
الابتدائية(17111101011/©5) أوالمتجه الإبتدائي ( 11111101 
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7) لنرمز لهذا المتجه ب(,/117)» وموقعه موضح 
في الشكل (5.3). 


خالة1 - نقوم بإضافة هذه القيم المقترحة إلى متجه التدرج 
بعد أن نعوّض القيم الابتدائية فيه (أي نقيّم المتجه عند 
النقاط الابتدائية). 


82 +2 8-(8)2 2 
- را د 0 :لال + ,مايا 
0 + ٍ 1 + 0 0 . 


حيث ترمز (1) لقيمة عددية ثابتة تؤدي إلى تعظيم 
الدالة 


0« مقر + )م - 0 


رابعا - نقوم بتعويض المتجه الحاصل في الدالة 
الأصيلة بدلاً عن 6 » (:6 أي أن 
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(242 +16)2+ (82 + 8)2 - 242(2 +222 + 82(2 + 4)2 - ( سر عله + سأر - ,0 
0 +640 + 140822 - 


ونأخذ مشتقة (07) بالنسبة لم,» لنحصل على قيمتها 
ا تله 


-640 + زموه 440 
57 


إذن فإن (227300. - - ) 


سه س) اي ان 


- ارا + ملا ح ونا 


2+ 8)-.2273( | | .6 
2+ 24)-.2273(| ] -2 


نلاحظ أن ,..» تسارع بالابتعاد عن «.» والاقتراب من 
القيم الفعلية التي تقلل الدالة [«.مم]. أنظر الشكل (8.3). 
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سادسآ نقيم الدالة رمن عند المتجه «.» للحصول على 
الفرق» وذلك من أجل معرفة إذا كان تكرار العملية 
ضروريا. 


(2,2) ر - (34552-,1816.) أ ح ررمي كر - زر ونا ل 
32.7281-0-- 


وبما إن الفرق كبير بين التقديرين» لا بد من تكرار 


سابعا - تكرار العملية من البداية باستخدام المتجه .م 
بعد أن نقيم متجه التدرج عند القيم (- ,1816. 
2) إذن 


-- 2 4)-3.4552( +- 6 


.1816- 6.5472 
-3.4552 + 2.1792 


8-(8).18516 6 . 
ا ) : + |- 292+ ود - و 
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كافك ب :تعوكن قنمة المكحه رين بالذالة الأضلية نلا عن 
(:)و () على التوالي» أي أن 
شكل (10.7) 


تعظيم (تقليل) الدالة بطريقة الصعود الأحد 





(1816.5472-)8 - 2.1792(75 + 3.4552-) + 6.5472(5 - 4).1816 - (ر«ع) / - ر02 
2.1792 + 3.4552-)16 + 
2- 47.6146 + 180.961027- 


بأخذ مشتقة ري بالنسبة ل م ومساواتها بالصفر نحصل 
على قيمة ري الذي تعظم الدالة (,0) 


0 - 361.922 + 47.3146 - 0 
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إذن 
47.6146- _ م 


5ب - يل 
262 


.1516-6.5472-.1315( | 05 
-3.4552+ 2.1792)-.1315( |] -838 


3 


تاسعا - نقيم الدالة عند المتجه (وسنه وى (رسه لتحديد الفرق 
55500000 
(3.4552-,1816.) كر -3.7408-,1.0425) كر ح ( ونع كر - ( وما كر 


2 -3.8584- )-32.7281( 
- 3 


وحيث أن هناك فرقاً ذا أهمية» فإن تكرار العملية 
ضروري كي نحصل على القيم المناسبة. ونلاحظ بأن 
التقدير قد تحسن بشكل ملحوظء إذ كان الفرق من 
التقدير الأول كبيراء وانخفض في التقدير الثاني إلى 
مستوى مقبول. ومع الاستمرار بالبحث عن القيم 
المناسبة» سيتم في نهاية المطاف 
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حصولالالتثام (©0071176796112). وفي هذا المثال 
بالتحديدء يتحقق الالتئام يتحقق بثلاثة تكرارات فقط. 
وملاحظة أن التقدير اقترب كثيراً من القيمة الفعلية 
للنهاية الصغرى بعد التكرارين الأولين. وعادة ما تستخدم 
هذه الطريقة في الحصول على النهاية الصغرى في 
معادلات الانحدار غير الخطي. والشكل (8.3) يوضح 
بياناً كيف تتم عملية الالتثام ابتداءً من المتجه الابتدائي 
وانتهاءً بالمتجه الفعلي الذي يحقق عملية تقليل «»ه, 
بحيث ورمزين لنقطلة الانطلاق تخرالمهه الفعلى عد 
4) الذي يؤدي إلى تصغير الدالة «رم,. 

ا. (10.20/ طريقة نيوتن - رافسون: 
هناك طريقة أخرى شائعة الاستخدام في الحصول على 
النهايات» تعرف بطريقة نيوتن - رافسون( - 1/06111072/ 
600 15011[ 2ك 1 ). وقة. اتويت أضنا” فئ إيجاد 
حلول لمنظومات المعادلاتالآنية غير الخطية» أو في 
اكتشافجذور المعاد لا ت(ر0110110115© 07 2/0015 ثم 
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استخدمت في تعظيم(تقليل) الدوال الجبرية. وهي سهلة 
التطبيق» وأسرع في إيجاد قيم النهايات من غيرهاء 
خاصة طريقة الصعود أو الهبوط الأحدٌ. وحتى نتعرف 
على هذه الطريقة نضرب مثالا يوضح كيفية استخدامها 
في إيجاد جذور معادلة بسيطة. 


ذعتا نفترض أت لدينا الدالة [ضمم -م]» ونرغب بمعرفة 
النقطة التي تقطع الدالة فيها المحور الأفقي. فنبداً 
بالتخمين والبحث عن هاه النقطة. ولنقل أننا ابتدأنا من 
النقطة (.) على المحور الأفقيء أنظر الشكل (10.3). 


شكل (10.8) 
طريقة نيوتن - رافسون في تقليل (تعظيم) الدالة 
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نقوم بإسقاط خط مستقيم من النقطة ..» على المنحنى 
(0)/) نم نرسم الخط المستقيم الذي يمس رم » حيث يقطع 
هذا " الخط المماس " المحور الأفقي عند النقطة (,) 


وي اقرب إلى الجذر من ,0 ٠‏ ولمعرفة قيمة رم» نستعين 
معادلة العماين 


زود )رن اكاريين ير 
وبما ان /0 - 6 عند النقطة رى فإن 


(3 - :)30 - (م2) / 0 
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ثم نعيد العملية ابتداءً من النقطة ر»» فنسقط خطأ 
مستقيماً إلى أعلى نحو المنحنى ونرسم الخط المماس 
على نقطة الالتقاء الجديدة حيث يقطع هذا الخط 
المماس الجديد المحور الأفقي عند نقطة أقرب إلى 
الجذر من النقطتين السابقتين 0 و م. وتكون 
قيمة النقطة معطاة بالصيغة : (450-.-.:). ونستمر 
بهذه العملية حتى نعثر على القيمة ى الذي تجعل قيمة 
الدالة صفراً وهنا نطرح التساؤل التالي: هل نستطيع 
استخدام هذه الطريقة لمعرفة قيم المتغير 6 التي تجعل 
التغير في قيمة الدالة مساوية للصفر؟ أي هل نستطيع 
استخدامها لمعرفة نهاية دالة ما (في م متغير أو عدة 
متغيرات)؟ والإجابة بكل بساطة نعم. وقد أثبت أنها 
طريقة جيدة لتحقيق ذلك. إلا أن هناك بعض الانتقادات 
على استخدامها لأنها قد لا تؤدي في بعض الحالات 
إلى حدوث الالتئام المطلوب. 
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مقال: (10:43) جلويقة فررون كت ,راسو : 


لنفترض أننا نرغب بمعرفة .7,..<٠‏ يمكننا حسابها 
بطريقة نيوتن - رافسون من خلال معرفة جذر الدالة 
«- ثيدح (ت) ر 


نبدا بقيمة أولية «م» حيث 
1-5 











- ,خ* ح وي 
0 
3 . 7ن 
علص بر ادع ردح 
1 2 226 
وان 
(3) ل 0 
عدي الورك ود 
(2ي32) ل 
(031) 1 3 
ل ل 
(0) ل 


قاذ| كافك بودي وكانكه رودن مهتلا فان 

(...1.4117- ر2) ,(1.41667- 2) ,(1.5- ن2) 

علماً بأن القيمة المحسوبة من آلة حاسبة ل 05 هي 
(...1.4142) وبالتالي فإن الفرق يبدو ضئيل عند (م3) 
وما بعدها. أما استخدام طريقة نيوتن - رافسون في 
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معرفة النهايات» وخاصة الدوال متعددة المتغيرات» فيتم 
باستخدام متجه التحدر (التدرج) ومعكوس مصفوفة 
هيشيان على النحو التالي: 

لنفترض أن لدينا الدالة «.رمى» فإن متجه التحدر 
(التدرجح) ومصفوفة هيشيان هما 


تتم عملية التعظيم أو التقليل من خلال الخطوات التالية: 
أولاً: احتساب المصفوفة المعكوسة ,-. 


ثانياً: اختيار المتجه الابتدائي الذي نعتقد أن عناصره 
تعظم أو تقلل ««7 ودعنا نطلق عليه «... 


ثالثاً: إجراء العملية الحسابية التالية: 
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777 ارس مودت ونا 
من :..». حيث يكون الناتج هو المتجه ذو القيمة 


اعد ار سور كن نر ارديد 
بد من متابعة البحث حتى نجد قيم المتجه ارة1/ الذي 
يجعل الفرق (-:-دممر)صفراء أو بحدود قيمة مسموح 
بها ء»تسمدقيمة التسامحلر©/7011 4016701126 وعادة ما 
تكون عند مستوو(965)ء (9610)» أو (961/. مع العلم 
بأن الإلتئام قد يحدث في نهاية صغرى أو عظمى 
محلية[0201/وليس كونيخ ١610501‏ أو أنه قد لا 
يحدث أبدا. لكن المؤكد أنه يحصل في نهاية عظمى 
محلية إذا كانت (27) سالبة أكيدة. 
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©. مثال (10.44/ طريقة نيوتن - رافسون والنهاية: 


للدالة 


16 + م8 - 2:2 + تيرك - زر رن ر 


دعنا نستخدم طريقة متجه التدرج ومصفوفة هيشيان 
عد 





0 8 82-8 
7 -/177 
ل 42+16 








0 َ0 0 01 
2 5-5 يا 08 - 727 
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اي ان 

8 125.] [2 5 
7 25. 0 1 - 9 00 
وان 








بو 


0 125.] 11 0 
0 0ن 17 - ربلا - ونا 


8 














من ذلك يتضح أن(0 - (2ماا/ - ( داز ) , أي أن 
الدالة وصلت إلى النهاية الصغرى عند «دم.مدي. 
ويلاحظ أن الالتئام نحو النهاية قد تم بسرعة عالية» مما 
يدل على عفاءة هذه الطريقة. 

(10.21)نموذج المُدخلات - المُخرجات( -17171:1 
اع 11ام 1 )) : 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 
يُعتبر نموذج المُدخلات - المُخرجاتمن نماذج الاقتصاد 
الكلي. وبوساطته يتم تحليل مُدخلات ومخرجات 
الاقتصاد» أو على سبيل التحديد» مُدخلات ومُخرجات 
قطاع معينء كالقطاع الصناعي مثلاً.فإذا كان لدينا 
(7)من الصناعات» فإن كل صناعة من هذه الصناعات 
تعتمد على الأخرى من حيث حاجتها إليهافي تأمين 
مدخلاتها منهاء وحاجتها إلى بيع مُخرجاتها إلى هذه 
الصناعات (الأخرى). كما أن الصناعات الأخرى في 
حاجة إلى مُدخلات من هذه الصناعة» وفي وحاجة إلى 
بيع مُخرجاتها إليها. وعلى سبيل المثال تحتاج صناعة 
الإسمنت إلى مُدخل من صناعة الطاقة كي تتمكن من 
إنتاج مخرجاتهاء وبنفس الوقت تحتاج صناعة الطاقة 
إلى مُدخل الإسمنت في بناء مستودعاتها وأبنيتها 
المختلفة كي تتمكن من إنتاج مخرجاتهاء وهكذا لجميع 
الصناعاتء؛ إما بشكل ثنائي أو جماعي. ويطلق على 
هذه الحال في بعض الأحيان ب الروابط الخلفية 
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والأماميض 5وعع 111/4 :0701 0710 170 0) 
بين الصناعات. ومن أجل توضيح وترسيخ الفكرة بشكل 
أفضلء دعنا ننظر إلى الجدول (2.3) أدناه. فإذا كانت 
(قددي)ء مدت فإن ذلك يعني أن (18.) دينار من 
الصناعة الأولى هو مُدخل في إنتاج دينار واحد من 
الصناعة الثالثة» أي أن 9618 من مُخرجات الصناعة 
الأولى هي مُدخلات في الصناعة الثالثة. والقيمة ( 

كد د)ء مثالا لعي أن في كل دينار مُخرج» من 
الصناعة الخامسة» هناك (25.) دينار من مخرجات 
الصناعة الرابعة» (أي مُدخلات في الصناعة الخامسة). 


جدول (2.3) 
المُدخلات - المخرجات 


المدخاللات المخرجات 



































الأول 2 2 
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0 

الثاني ك2 وك وو 6م ١و1‏ 
.2 8 

الثالث ك2 2 وك 209 2 




















ع 
| اكور 2 2 و2 و2 


إن مجموع مدخلات الإنتاج في كل عمود أو صفء في 
الجدول أعلاه» يقل عن الواحد الصحيح, لأن الفرق 
يذهب كدفعات إلى المُدخلات الأولية كالعمالة والأرض 
التي يُفترض أنها مملوكة من القطاع المنزلي 
(011567010/. والنموذج أعلاه ينبني على خمس 
فرضيات أساسية» يصعب تطبيقه في غيابهاء وهذه 
الفرضيات هي: 


كل صناعة ثنتج سلعة واحدة فقط. 
أن تكون السلعة متجانسة. 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 


إن عملية الإنتاج تتميز ب " العائد الثابت على الحجم ". 
مما يعني أن زيادة عوامل الإنتاج بنسبة معينة» تؤدي 
إلى زيادة الإنتاج بنفس تلك النسبة» كما بيّنا ذلك سالفاً. 
تستخدم كل صناعة نسبة ثابتة من مُدخلات الإنتاج. 
في حال إنتاج الصناعة لأكثر من سلعة» فيمكن النظر 
إلى السلعة الأخرى وكأنها من مخرجات صناعة أخرى, 
ولا يؤثر ذلك على سياق النمودج. 


الغرض أن لدينا مصفوفة المدخلات - المخرجات لأربع 
صناعات (4دما-نير) مع الفيم كما فلن 

.10 .10 .20 5 

100 20130 إى اير 

21.10 .05 .12 0 

كل 233 :305-06 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 


وعلى سبيل المثال» القيمة (0.-.:) تعني أن 010؟ من 
مخرجات الصناعة الأولى هي مُدخلات في إنتاج كل 
دينار من مخرجات الصناعة نفسهاء و (55-..:) تعني 
أت :905 هين 

مخرجات الصناعة الثانية هي مُدخلات في إنتاج كل 
دينار من مخرجات الصناعة الثالثة. كما أن مجموع كل 
ضرق ند عمود يقل عن الواحد الصحيح. لأن الفرق 
يذهبء كما ذكرنا سالفاًء إلى مُدخلات الإنتاج الأولية, 
كالعمالة والأرض. وبالتالي فإن (,: *-:) هو ما يتم 
دفعه إلى المدخلات الأولية من الصناعة لر ١-67‏ و ( 
-1) هو اما يتم دفعة للمُدخلات الأولية من الصناعة 
ل/. واستناداً إلى ذلك يُمكننا استخدام مصفوفة الآحاد ( 
.:) لحساب الفروق بين دفعات المدخلات الأولية وما 
يبقى كمدخلات ومخرجات لبقية الصناعات كما يلي: 
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15.- 20.- 10. 00 |15. 20. 10. 10.] |0 0 0 1 
10.- 70. 20. ظ _ 85م 10. 30. 1 8 0 0 1 ا 0 0-6 

0 0 1 0 10 .05 .12 0 -.10 -.05 .88 0 

0 0 0 1| ].30 .06 .23 .7 .30 -.06 -.23 .83 








تشير الإشارة السالبة» في المصفوفة الأخيرة؛ إلى ما 
يطرح من حصص الصناعات كدفعات إلى المدخلات 
الأولية. وبطرح مجموع كل عمود في المصفوفة ار4) من 
الواحد الصحيح» نحصل على حصة المدخلات الأولية 
من الصناعات الأربع» حيث بلغت (+. 5د .0 )» على 
التوالي. إذن فإن 

4 - نرم - ن) 

يُعطينا المستويات المطلوبة من المدخلات ار 7 /مقابل 
المستويات المطلوب من المخرجات (0)» حيث تسمى 
المصفوفة (-:) مصفوفة التكنولوجيا ل( :ع 2/17:010] 
- وإذا تمكنا من إيجاد مصفوفة عكسية لهاء 
نكون قد وجدنا الأحجام المطلوبة من كل (4د2-: .:) 
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عبد ائرة فاح ناض مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 


لتحقيق المطلوب إنتاجه من السلع المُعدة للطلب النهائي 
(4تماد: 16 


هو الحجم المطلوب إنتاجه كمخرجات من السلع المُعدة 
للاستهلاك النهائي (بعشرات الملايين من وحدات العملة 
(دينار قاذ )» أي أنها سلع الطلب النهائي ( 7/7101 
وهذه المخرجات المطلوبة لا تشمل دفعات 
المُدخلات الأولية. وبناء على ذلك فإن 


7-7 ار 
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هو الحجم المطلوب توظيفه من المدخلات /7/ كي 
نوفر حجم الطلب النهائي ر(6 (أيمن المخرجات). وفي 
هذا المثال نحصل على 


123.867) 
0 12168 
11564 
133.2445 [| 





وهي مصفوفة المدخلات المطلوبة. ولا تكون هذه النتيجة 
ممكنة إلا إذا توفر في الاقتصاد موارد أولية بقيمة 

6 - (4»133.2444. + 35126.7284. + 157.1568< 49. + 3123.3867.) - 0ت 

أي (2.1167) مليار دينار على الأقل» وهي نصيب 
مالكي الموارد الأولية من قيمة المخرجات النهائية. 


(ملاحظة: ينبغي أن لا تربكك حقيقة أن قيمة الطلب 
على السلع النهائية أقل من نصيب الموارد الأولية من 
المخرجات) فسّر ذلك. 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 


[771. المصطلحات الرئيسة 


1- 
المصفو فة(710172). 


3- جمع وطرح 
وضرب 

المصفو فا ت( :7110171 
000717071 
0110 5112170111011 
8.١-5.0‏ 
5- محددة المصفوفة 
ومعكوسها( 71101711 
0110 01616171117101111 
2.١). 56‏ 

7- الصيغة 

التربيعية( ع011:001:011 
2)271. 

9- قاعدة 

كر امر ( 67071675 
2)26. 

1- المصفوفة الناقلة 








2- منقول 

المصفو فة( [0 1101157056 
00 2. 

4- المصفوفة المتطابقة 
ومصفوفة 

الوحدة( 571711116171201 
7 106711117 0110 ). 


6- مصفوفة العناصر 
المشتركة والمصفوفة 
المجاورة( 0710 201/101 
+4 2)00701711. 
8- رتبة المصفوفة( 77101711 
/2)1. 


0- المتجهات والقيم 
الكامنة( (1[© و3 ) 1016711 
5 011100 106101:5). 

2- المصفوفة المتشابهة 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 


(أو 

11011511101 المحوّلة)(‎ 
2.١8.0 

3- مصفوفة هيشيان 
(11101712 116551011 ). 


5- الصعود أو 
الهبوط 

الحلد( 1وعجء510 
07 052710 

.) 6522110 








(المماثلة) ( 1061117016111 
2.0 


4- الشرط الأول والثاني 
لتعظيم الدالة( 0710 151ةآر 
7 60110 
00701 )22 

6 متجه 

التدر ج( 9170016711 

.2)2)226 01 

المخر جات ( 1112111-01117111 
01 22). 

8- التقطير 


)01020110112011011( 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 
7 أسئلة وتمارين 
س1: لديك البيانات التالية عن كميات وأسعار ثلاث 


سلع: 


ليده لماص ل 
(الثامية)- 29 (الثانية)- 1.2 
(الثالثة) - 6 (الثالثة) -7. 











متى يكون حاصل ضرب الكميات في الاسعار كمية 
ثابتة (500107)» ومتى يكون مصفوفة؟ 

صمم مصفوفة ثلاثية منطقية من الكميات والأسعار. 
أعط معنى لكل عنصر من المصفوفة الناتجة في 
السؤال الثاني. 

احسب محددة المصفوفة واشتق مصفذفوفتها العكسية. 
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عبدالرزاق بني هاني مبادىء الاقتصاد الرياضي (10) أساسيات الجبر الخطي 
س2: لديلك مصفوفة المُدخلات - المخرجات التالية» 
والطلب النهائي على السلع: 


.4 .1 10 

9 ف 11م 

: 3 : 

فسر معنى (22)؛ و (003). 

احسب مصفوفة المدخلات المطلوبة حتى يتحقق الطلب 
النهائي. 

س 3: افترض وجود دالة المنفعة التالية: 


ادا مم الكل 





51 
وقيد الدخل 

0 

حيث ترمز (,0) للكمية المستهلكة من السلعة (:) » 
و(,0) الكمية المستهلكة من السلعة (7). 

أوجد أعظم منفعة ممكنة» واختبر الجواب بواسطة 
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61. مراجع مختارة 
أولآ: الجبر الخطي: 


- 101/72617710115( 31172 ]/! ' . 117115© 1 ,56111516171 
1117 5 10171111 07110 ,ك1 0 ل ,77/760110 


ب" 1716017 572516111 11716017 10 7/1710111011 مل 
,5و1 2117151197ل] 12مأع20058112. 


01 107105001 ,11617111111 ,1111670111 1- 
.6 ,رؤووع2 1197لا حمطهل ,“دع»ع101171/ 


8. ثانياًء المفاهيم الأساسية والهندسة التحليلية 
والتفاضل: 


- 10 171100161101 .أل 0171 5ك 
و27 1و كول “717011115 سل [ ع7 1/1 
(973]) 


- /0 كأن 1/110 [/111110071111114' ,. أل ,2/110119) 
أ[ ل 3 *“ كع 10111 معط د11 ل 
.[954[) اااطا- سحن 10 
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- ”7 كر /راء لاهن" ,أن 1ك .لغ ,ه1070 
.(1970) ,وى 27 00061111 ل 


50/5, ,ولأ ءاهنا" .ىر 171017[ 0710 .ل‎  - 
0116 ولع أوه3 ”و اطنس تسن ]ا أن عن 5 110ل‎ 71 
1171/1, ) 1976(. 


 -‏ نز 7ك 1[7آناة كناألطء هي" .نل ,أ /كناام/ 10ت 
.(19273) ,215 *رورل 060011 


©. ثالثاً مراجع حديئة متعددة: 


700 /5 7100112 .01117/61110171 .امار مارا//: 11117 
( 2009 ) .9./11711 110 


0طلع 21110 -11077 0111/51 .2117511015 .ماما مارط///: 1117/ 
.(901:11/11111-1111015.)2007 
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1111111 101.1/1171/2011© 51.01: 9/5 
11111 211201.11711.2012[( 


1117 :// امار مار‎ 0 + 1/0 ١1 
10110151 5/7 23 ./11711. ) 201 2[( 


للح !7 _2 0111/1710 .111001/157©10151011.ماامارامارا//: 1117/ 
1/7/١ 1711--10110110115. 207. )2010(‏ 


-11177://6/- 
/ 1/1 ذ6/359 [001 1111/1 5/2111 © .1131711 .01/1100 
(2010) لم 255929هعنر 


1 1ع _07) 1 5/3 11101 1/5[ . 11111 . | مانانا . ماامارامارا///: 11117 
.((110115.07.)2013 00 11 خض 


)لىع ككس | نا لاا أ © .10111101 .1117://111101:10:1.11101/1/ 
.2013 ) .16م كه .01715 2] :9701101 211/1711 
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1/353 133 عل “1717/1 نا ” / 1 .51/1 . امار مارا///: 11117 
.(2010 ) .[]110165-111011712.20- 
7[ 7. 11/110171/71111:01 20 .11117://601111762.10111111- 


0. رابعاً:المصفوفات: 
(01 1716 07 020111117116 0/101171115 35 .7ل 1 ,417765 - 
071ل ملك 1[ .وع» 1/1171 [0 كدردء م21 0110 
2 ]| ,134 .2 ,0/1011111 5 


ل[ .ل) ,10071 17077 0710 .1 .0) ,طا |00 

7 171 94.2 ".11115 10/771116 0571116" 
: (1 أ[ ,195011171101 .0 © 3170 ,017121110110115 
-140 .72 ,ىى 1276 711121751117 115ل/ 11072 0/1115 ل 
86 ,141 


1ل .أ( .! واتتاج ا 110ل .لذ .1 ,105/1111 
)© 6117 ,كلء 12710011 0110 ,ى ©5611 ,كأ 1 91 17116 01 
,6 [ .م ,كىء27 400061111 :لمر) ,90 1016 5011 
2000 
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0211 01 1111005 .17 .1 ,111011 ] 
71 :/01آ نلك ١‏ .4710515 110 ]1 
2 ,م/م 


0 1711700111011 .لل :17 0110 .أ( ,115 1/1017 
152 .7 باءدد720] رملا مه .1 1ط أ 1111601 
ل 


6م 0" .لل 11 أ 0110 .أ( ,1017115 

0 تء الاك لل 17 4.12ة ".وع 101710 16/771116 
١‏ 1[ 111 1116017 01712 أ 
2 ,69 .7 ,اعنت20] 1ملا مدع 


0710 055656 5601161125 .م .ل ./[ ,5100111 


4056215 171 "1116© 11-1-1716 1710210720710 01 
17112 2207 -- © 5." 
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